Slaski Konkurs

Matematyczny XXI1 Slgski Konkurs Matematyczny
im. Krystyny Skornik

Szkice rozwigzan zadan — zawody rejonowe 2025

Zadanie 1.
Wykaz, ze liczba
13423 435+ ... 4+2023° 4-2024°

jest podzielna przez 2025.

Rozwigzanie

Sposdb 1.

W rozwigzaniu skorzystamy ze wzoru a®+b% = (a+0b)(a? —ab+b?), ktoéry jest prawdziwy dla
dowolnych liczb rzeczywistych a i b. Ze wzoru tego wynika, ze jesli a, b sg takimi liczbami
catkowitymi, ze a+b#0, to suma a>+b? jest podzielna przez a+b.

PrzejdZzmy do rozwiagzania zadania. Liczba sktadnikéw danej w zadaniu sumy jest parzysta, wiec
sktadniki te mozemy pogrupowac¢ po dwa

(1) 1342343+ +2023% +2024° = (1° +2024%) 4 (2% +2023%) +-- - + (1012 +1013%).

Wiyrazenia w nawiasach sa postaci a®+ b3, gdzie a+b= 2025, wiec — na podstawie uwagi
powyzej — kazde z nich jest podzielne przez 2025, a stad otrzymujemy, ze ich suma (1) réwniez
jest podzielna przez 2025. Konczy to rozwiazanie zadania.

Sposob 2.
W sposobie tym wykorzystamy wzor na sume szeSciandow wszystkich liczb catkowitych od 1 do n:

2
@) 13+23+33+‘“+(n_1)3_|_n3:(1+2+3+...+(n—1)+n)2: <w> .

Ze wzoru tego wynika, ze

2024-2025 \ 2
13+23+33+---+20233+20243:(1+2+3+---+2023+2024)2:(—) =

5 =
= (1012-2025)% = 10122 - 20252,
czyli liczba ta jest podzielna przez 20252 i tym bardziej przez 2025.

Uwaga. Wzér (2) mozna udowodnié¢ na przyktad stosujac zasade indukcji matematycznej.

Zadanie 2.

Wyznacz wszystkie funkcje f(x)=xz*+az3+bx?+cx+d, gdzie a, b, ¢, d s liczbami wymiernymi,
ktore spetniajg warunki

f(VZ)=v2 i f(V5)=V5.

Rozwigzanie
7 warunku f (\/5 ) =1/2 otrzymujemy

442aV2 +2b+cV2 +d=V?2,
skad po przeksztalceniach

(1) (2a+c—1)V2 = —(4+2b+d).
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Gdyby bylo 2a+c—1+#0, to mielibySmy
442b+d
NG
2a+c—1
Poniewaz liczby a, b, ¢, d sa liczbami wymiernymi, wiec oznaczaloby to, ze liczba v/2 tez bylaby
liczba wymierna, a tak nie jest. Zatem dostajemy, ze
(2) 2a+c—1=0 1istad oraz (1) tez 4+2b+d=0.

Analogicznie, jak powyzej, z warunku f <\/§ ) =+/5 uzyskujemy réwnoéci
(3) S5a+c—1=0 oraz 2545b+d=0.
Z (2) i (3) otrzymujemy uklady réwnan
2a+c—1=0 44+2b+d=0
{5a+c—1:0 ' {25+56+d:().

Rozwiazaniem pierwszego z tych ukladéw jest para a =0, c=1, a rozwigzaniem drugiego para
b=-7,d=10.

Stad funkcja spelniajaca warunki zadania moze by¢ jedynie funkcja okreslona wzorem
fx)=2* —72% +2410.
Bezposrednim podstawieniem sprawdzamy, ze tak jest istotnie:
4 2
F(V2)=(v2) =7(V2) +(V2) +10=4-T-24 V2 +10=V2

oraz

F(VB)=(v5) =7(v5) +V5+10=25-7-54 V5 +10= V5.

Zadanie 3.

Dany jest kwadrat ABC'D. W jego wnetrzu wybrano taki punkt P, ze tréjkat ABP jest row-
noboczny. Punkty: M, N sa $rodkami odcinkéw C'P, DP, a punkt O jest $rodkiem danego
kwadratu. Wykaz, ze trojkat OM N jest trojkatem rownobocznym.

Rozwigzanie

Sposdb 1.

W rozwiazaniu skorzystamy z twierdzenia o odcinku taczacym srodki dwoch bokéw trojkata:
Odcinek tgczqcey srodki dwoch bokow triojkgta jest rownolegly do boku trzeciego 1 jego diugo$é jest
potowq dlugosci boku trzeciego.

D c Punkty M i N sa $rodkami bokéw C'P i DP tréjkata CDP, wiec

MN = lC’D: lAB.
2 2

Punkty O i M sa srodkami bokéw AC' i C'P trojkata ACP, skad

@) OM = %AP = %AB,
a punkty O i N sg $rodkami bokéw BD DP tréjkata BDP. Stad
1 1

7 powyzszych rownosci dostajemy
MN=0M =ON,

wiec trojkat OM N jest rownoboczny, a to mieliSmy wykazac.
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Sposob 2.
W tym sposobie wykorzystamy metode geometrii analitycznej. Umiesémy kwadrat w ukladzie
wspolrzednych tak, aby jego $rodek pokrywal sie z poczatkiem ukladu wspoédirzednych, czyli
0 =1(0,0).

Przyjmujac (dla tatwiejszych obliczen), ze dtugos¢ boku kwa- Y
dratu jest réwna 4, otrzymujemy wspolrzedne pozostalych D C
punktéw: A= (-2,-2), B=(2,-2), C=(2,2), D=(-2,2) N
oraz P=(0,2/3 —2). vy
Wykorzystujac wzory na wspotrzedne érodka S odcinka AB: /
T4+ Yyaty L
ro—tATTB _Ya7TYB
S 9 ) yS 9 ) O
otrzymujemy
0+2
2 2 A B
+ 2V/3 —242
Yy = Yp ; Yo _ 5 —3,

czyli M = (1,v/3). Analogicznie dostajemy, ze N = (—1,v/3).

Ze wzoru AB = \/(:CB —x4)?+ (yg—y4)? na dlugosé odcinka AB dostajemy
MN = /(ey =22+ oy —p)? = (14124 (V8 = V3)? =2,

OM = \/(3171\4_950)2‘1”@1\4_yo)2 =y 124 (v3)2 =2,
ON = /(e —20)2+ (ux —U0)? =/ (-1)2+(v3)? =2,
Stad MN =0OM =ON, czyli tréjkat OM N jest réwnoboczny.

Uwaga. Mozna kwadrat umies$ci¢ w uktadzie wspélrzednych tez tak, aby: A= (0,0), B=(4,0),
C = (4,4), D=(0,4). Wtedy O =(2,2), P=(2,2V3).

Zadanie 4.
Liczby aq, ay, ag, ..., a, sa dodatnie i a,-a,-a5-...-a, =8. Wykaz, ze zachodzi nieréwnos¢
1
Z(1+a1+a2)(1+a2+a3)~...-(1—|—an_1 +a,)(1+a,+a;)>3"
Rozwigzanie

7 zaleznosci
l+a;,+a j

3 },3/1-(11.-@]. czyli 14a,+a;>33/a,a;

miedzy srednig arytmetyczng a geometryczng, zastosowanej do trzech liczb dodatnich: 1, a;, a;,
otrzymujemy kolejno:

(1+a;+ay)> 3Yaa,,

(1+ay,+ag) >3 §ayay,

(1+a, ,+a,)>33a, _ja_,

(1+a,+a,)>3Ya,a;.
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Mnozac powyzsze nieréwnosci stronami (w kazdej obie strony sa dodatnie), dostajemy

(I+a,+ay)(1+ay+ag)-...-(1+a,_, +a,)(1+a,+a;) > 3" %/(Ch yeecay,)? =

=3"/64 =4-3",
skad uzyskujemy teze

1

Z(1+a1+a2)(1—|—a2 +ag)-...-(1+a,_y+a,)(1+a,+a;)>3".
Tak naprawde zachodzi nieréwno$é ostra. Gdyby miala zachodzié¢ rownosé, to wszystkie liczby
musialtyby by¢é réwne i jednoczesnie réwne 1. Wtedy jednak nie byloby spelnione zatozenie

ay-Qy Q... a, =8.

Zadanie 5.

Dany jest prostokat o wymiarach 4 x 10 podzielony na kwadraty jednostkowe. Kazdy maty kwa-
drat pomalowano jednym z dwoéch koloréw. Wykaz, ze przy dowolnym takim pomalowaniu
w prostokacie istnieja takie cztery mate kwadraty jednego koloru, ktorych srodki sa wierzchot-
kami prostokata.

Rozwigzanie

Wewnatrz danego prostokata wybierzmy prostokat o wymiarach 3 x 9 (zobacz rysunek).

Kazda kolumne wybranego prostokata mozna pomalowaé na 8 réznych sposobéw (zobacz rysu-

nek).
H | NN

Poniewaz wybraliSmy prostokat o 9 kolumnach, wiec musza by¢ wéréd nich dwie pomalowane
jednakowo. Kazda taka kolumna ma co najmniej dwa kwadraty w tym samym kolorze. Zatem
w wybranych 9 kolumnach istnieja cztery kwadraty pomalowane tym samym kolorem, ktérych
srodki sg wierzchotkami prostokata.

Uwaga. Jest to zadanie nr 265 w: Mokrski B., Siwy J., Szymczyk T., Matematyczny sezam.
20 lat Slgskiego Konkursu Matematycznego. Wydawnictwo Szkolne OMEGA, Krakéw 2023

(tsz)
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