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Szkice rozwigzan zadan — zawody rejonowe 2024

Zadanie 1.

Rozwiaz uktad rownan
{ T+ Vr=y+ Yy

2% +xy+y? = 1200.

Rozwigzanie
Sposob 1.

Musimy zalozy¢, ze © >0 i y > 0. Réwnanie pierwsze danego uktadu mozemy teraz zapisaé
w postaci

M) (V) '+ Ya=(0)'+ o
Korzystajac z zaleznosci
a* —b* = (a® = b*)(a®* +b*) = (a—b)(a+b)(a® +b?),
réwnosé (1) mozemy zapisaé kolejno
(V) () + Yo = Yy =0,
(Vo= ¥y) Ve +9y) Ve +vy) + Ve = Yy =0,
(Ve = 40) [ (Vo + ) (Vo + i) +1] =o.

7 uwagi na poczatkowe zalozenie o = i y, wyrazenie w nawiasie kwadratowym jest dodatnie,
zatem /z — Yy =0, skad dostajemy x =y. Skoro =1y, to drugie réwnanie danego w zadaniu
ukladu przyjmuje postaé¢ 322 = 1200, skad x? =400. Poniewaz = >0, wiec x = 20. Stad roz-
wigzaniem danego uktadu moze by¢ tylko para (z,y) = (20,20) i, jak tatwo sprawdzi¢, tak jest
istotnie.

Sposdb 2.

Jak w sposobie 1. zaktadamy, ze x>0 i y > 0. Zauwazmy, ze jesli x =0, to z réwnania pierwszego
dostajemy, ze rowniez y=0 (réwniez odrotnie, jesli bytoby y=0, to tez x=0). Nie jest to mozliwe,
bo nie byloby spelnione réwnanie drugie danego uktadu.

Niech teraz = >0 i y > 0. Gdyby zachodzita nieré6wnos¢ x >y, to mielibySmy

T+ VT >y+ Yy,

zatem nie byloby spelnione réwnanie pierwsze danego uktadu. Analogicznie nie moze by¢ y > x.
Zatem moze by¢ tylko z =1y. Jedli tak jest, to — jak w sposobie 1. — dostajemy, ze x =y = 20.
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Zadanie 2.

Michat wybieral takie liczby catkowite a,, a,, a5, ..., a,,, ze
a; +ay+ag+---+a, =2024.
Nastepnie dla wybranych przez siebie liczb obliczal reszty z dzielenia
aj+ay a3+ +a,

przez 6. Wyznacz wszystkie mozliwe reszty jakie mégt otrzymaé¢ Michatl.

Rozwigzanie

W rozwiazaniu skorzystamy z faktu, ze dla liczby catkowitej m liczba m? —m dzieli sie przez 6.
Jest tak poniewaz dla liczby catkowitej m wyrazenie

m? —m=m(m?*—1)=(m—1)-m-(m+1)

jest iloczynem trzech kolejnych liczb caltkowitych. Wiadomo, ze wérod trzech kolejnych liczb

catkowitych doktadnie jedna dzieli si¢ przez 3 i co najmniej jedna dzieli si¢ przez 2. Skoro 2 i 3
sa wzglednie pierwsze, wiec iloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych dzieli sie przez 2-3 =6.

Zauwazmy, ze

@i+t ad o tad = (0] =)+ (0 =)+ (6 —a) -+ (0 —a,)] + (0 oy ay +o--ta,)
Na podstawie faktu powyzej, wyrazenie w nawiasie kwadratowym dzieli sie przez 6, wiec wy-
starczy wyznaczy¢ reszte z dzielenia przez 6 liczby 2024, a ta jest réwna 2 i tylko taka reszte
mogt otrzymaé¢ Michat.

Uwaga. Dowéd, ze liczby a® i a przy dzieleniu przez 6 daja te samg reszte mozna réwniez
przeprowadzi¢ uzywajac jezyka kongruencji.

Zadanie 3.
Liczby 2a—b, 2b—c, 2c—d i 2d—a sa dodatnie. Wykaz, ze kazda z liczb a, b, ¢ i d jest dodatnia.

Rozwigzanie
Sposdb 1.
Jezeli liczby: 2a—b, 2b—c¢, 2c—d i 2d — a sa dodatnie, to réwniez dodatnie sa liczby:
16a—8b, 8b—4c, 4c—2d oraz 2d-—a.
Zatem ich suma tez jest dodatnia, czyli
(16a—8b) + (8b—4c) + (4c—2d) + (2d — a) = 15a > 0.

Stad a > 0.
Analogicznie wykazujemy, ze pozostale liczby sa dodatnie.

Uwaga. Jesli mamy juz informacje, ze a > 0, to z faktu, ze 2d —a > 0 dostajemy, ze 2d > a > 0,
skad uzyskujemy, ze d > 0. Kontynuujac to rozumowanie i wykorzystujac nieréwnosci

2c>d, 2b>c
otrzymujemy, ze réwniez ¢>01 b> 0.
Sposdb 2.

Zalézmy, ze jedna z liczb a, b, ¢, d jest niedodatnia. Przyjmijmy bez straty ogélnosci, ze jest to
liczba a. Z warunkéw 2a—b>0 1 a <0 dostajemy b < 2a <0, skad b <O0.

Jesli b< 0, to kontynuujac powyzsze rozumowanie, otrzymujemy, ze réwniez ¢ <0 i d < 0. Jest
to jednak niemozliwe, bo mielibyémy jednocze$nie

at+b+c+d<0 1 2a—b+2b—c+2c—d+2d—a=a+b+c+d>0.

Zatem zadna z liczb a, b, ¢, d nie moze by¢ niedodatnia, wiec kazda z nich jest dodatnia.
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Uwaga. Jest to zadanie nr 228 w: Mokrski B., Siwy J., Szymczyk T., Matematyczny sezam.
20 lat Slgskiego Konkursu Matematycznego. Wydawnictwo Szkolne OMEGA, Krakéw 2023

lub

zadanie nr 178 w: Mokrski B., Siwy J., Szymczyk T., Matematyczny sezam. 15 lat Slgskiego
Konkursu Matematycznego. Wydawnictwo Szkolne OMEGA, Krakéw 2018.

Zadanie 4.

Dany jest romb ABC'D o kacie ostrym przy wierzchotku A i wiekszym od 60°. Wewnatrz tego
rombu istnieje taki punkt F, ze tréjkat ABE jest réwnoboczny. Na zewnatrz rombu ABCD
wybrano taki punkt F, ze trojkat BCF jest rownoboczny. Wykaz, ze punkty: D, E, F' leza na
jednej proste;j.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze AD=AF =AB=BFE = BF. Stad trojkaty ADFE i BEF sa rOwnoramienne.
7 zaltozenia 60° < SBAD < 90°, czyli <DAFE = o, gdzie
0 < a < 30°. Poniewaz trojkat ADFE jest réwnoramienny
(AD = AFE), wiec

YAED = SADE =90° — %

D _ ____C

Czworokat ABC'D jest rombem, wiec
JABC =180° — 4BAD =180° — (60° 4+ ) = 120° — a.
Skoro YABE =60°, wiec YCBE = 60° — q. A # B

Réwniez $CBF =60°, a stad dostajemy, ze SEBF =120° — . Tréjkat EBF tez jest réwnora-
mienny (BE = BF), wigc

IBEF = YBFE =30°+ %

Zatem

IDEF=YAED+YAEB+YBEF = <9o° - %) 460°+ <30° + %) — 180°,

czyli E lezy na odcinku DF', wiec punkty D, E i F leza na jednej proste;j.

Zadanie 5.

Zbior {1,2,3,..., 20,21} rozbijamy na takie dwa rozlaczne zbiory A i B, ze zbiér A ma dwa
elementy, a zbiér B ma dziewietnascie elementéw. Rozstrzygnij, czy istnieje takie rozbicie, w kto-
rym iloczyn elementéw zbioru A jest réwny sumie wszystkich elementéw zbioru B.

Rozwigzanie
Niech w zbiorze A beda elementy x i y (z <y). Zauwazmy, ze =,y € {1,2,3,...,20, 21}. Zatem
ma zachodzi¢ réwnosé
ry=14+2+3+---+20+21 -z —y.
Ro6wnosé te mozemy zapisa¢ rownowaznie
ry+r+y=1+2+3+---+20+21,
21-22
ry+r+y+l=
(x+1)(y+1)=232.

Skoro z <y, to réwniez x+1 <y+1. Zauwazmy, ze 232=2-2-2-29. Stad y+1 > 29, czyli y > 28,
a takiej liczby nie ma w danym zbiorze. Zatem danego w zadaniu zbioru nie mozna rozbi¢ na
dwa zbiory A i B zgodnie z warunkami zadania.

(tsz)
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