XVIII Slaski Konkurs Matematyczny

Szkice rozwigzan zadan — zawody rejonowe 2021

Zadanie 1.
Dla dodatnich liczb catkowitych m i n (n > 2) dzialanie V definiujemy wzorem
mVn=m+ ¥n.
Udowodnij, ze prawdziwe sa nieréwnosci
2022V2 > 2021V3 > 2020V4.

Rozwigzanie
Zgodnie z okresleniem dziatania V mamy

2022V2=2022++2, 2021V3=2021+ /3, 2020V4=2020+ V4.

Poniewaz

1+v2>2=V8> V3 oraz 1+V3>2>v2= VA4,
wiec stad dostajemy nieréwnosci
2022+ /2 > 2021+ /3 > 2020+ V4.

Uwaga. Mozna zuwazy¢, ze

2>v2>1, 2>¢3>1, 2>vV4i>1.
Stad uzyskujemy, ze 2024 > 2022 ++/2 > 2023 > 2021 + v/3 > 2022 > 2020+ v/4 > 2021.

Zadanie 2.

Niech abc oznacza trzycyfrowa liczbe naturalna o cyfrach réznych od zera, w ktorej a jest
cyfra setek, b — cyfra dziesigtek, a ¢ — cyfra jednosci. Wykaz, ze jesli liczba abc jest podzielna
przez 37, to réwniez liczby bca i cab sa podzielne przez 37.

Rozwigzanie

Sposdb 1.
Zauwazmy, ze jesli abc = 100a+ 10b+ ¢, to
bea =100b+10c+a = 1000a + 100b+ 10¢ — 999a = 10(100a + 106+ ¢) — 999a = 10 - abc — 999a.

Poniewaz — z zalozenia — liczba abe dzieli si¢ przez 37 oraz 999 =27-37, wiec réwniez liczba
bca dzieli sie przez 37. Analogicznie, wykorzystujac obliczenia poprzednie

cab=10-bca—999b=10- (10 abc —999a) — 999b = 100 - abc — 37 - 270a — 37 - 270,
skad dostajemy, ze réwniez liczba cab dzieli sie przez 37.
Sposob 2.

Poniewaz liczba abe jest podzielna przez 37, wiec wezmy pod uwage zbiér wszystkich trzycy-
frowych liczb naturalnych podzielnych przez 37:

A={111, 148, 185, 222, 259, 296, 333, 370, 407, 444, 481, 518, 555, 592,
629, 666, 703, 740, 777, 814, 851, 888, 925, 962, 999}.

7 uwagi na zatozenie, ze cyfry tych liczb maja by¢ rézne od zera, nalezy z tego zbioru odrzucié
liczby: 370, 407, 703, 740.

Zauwazmy, ze liczby: 111, 222, 333, 444, 555, 666, 777, 888, 999 spelniaja warunki zadania.
Pozostale liczby zbioru A dzielimy na ponizsze zbiory:

{148, 481, 814}, {185, 851, 518}, {259, 592, 925}, {296, 962, 629}

i jak wida¢ kazda trojka liczb spelnia warunki zadania. Konczy to rozwiazanie zadania.
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Zadanie 3.
Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja réwnosci

a+b=c+d i d*+b*=2+d>.
Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi réwnosé

a”+b"=c"+d".

Rozwigzanie

Sposob 1.
Poniewaz a+b=c+d, wigc (a+b)? = (c+d)?, czyli
a® +2ab+b* = c +2cd +d?

i wykorzystujac druga rownosé z tresci zadania, dostajemy ab = cd.
Zatem

(a—b)*=a®—2ab+b*=c* —2cd+d* = (c—d)?,
skad a—b=c—d lub a—b=d—c.
Jezeli a+b=c+dia—b=c—d, to latwo wyznaczamy, ze a=c i b=d,
ajeSlia+b=c+dia—b=d—c,toa=dib=c.
Sprawdzamy teraz bezposrednio, ze w obu przypadkach a™ +b" =c" +d".

Uwaga. Mozna potraktowaé rownosci dane w zadaniu jako uklad réwnan o niewiadomych

a i b oraz danych cid
{ at+b=c+d

a?+b>=c2+d?,
ktory rozwigzujemy np. metoda podstawiania i otrzymujemy: (a,b) = (¢,d) lub (a,b) = (d,c),
skad wynika teza zadania.
Sposob 2.

Zauwazmy, ze dla liczb rzeczywistych x, y oraz dodatniej liczby catkowitej n zachodzi réwnos¢
(@"+y") (@ +y) =a" Ty b ay(@ Ty,
a stad
(+) Py = @y () — ey ).
W dalszej czesci rozwiazania zadania wykorzystamy zasade indukcji matematyczne;j.
7 treéci zadania mamy: a+b=c+d oraz a®+b> =c?+d?. Zalézmy teraz, ze dla n>2 zachodza
rownosci
a"trpn =" dnt oraz a"H W =c"+d".
Wykazemy, ze a1 +b"+1 =T+ dn Tl Wykorzystujac (*) i zalozenie oraz réwnoéé ab= cd
(zobacz sposéb 1.), otrzymujemy
an—l—l +bn+1 — (an —l—b”)(a—i—b) . ab(an—l +bn—1)
= (" +d")(c+d)—cd(c" P +d" ) =" gt
Konczy to rozwiazanie zadania.

skm.katowice.pl



Zadanie 4.

Dany jest trojkat ABC, w ktérym AB =24. Okrag w przechodzi przez punkt C' i jest styczny
do boku AB w takim punkcie D, ze AD =3-BD. Okrag w przecina tez boki AC' i BC
odpowiednio w takich punktach E i F' (r6znych od C), ze BF =31 CE =3/3. Wyznacz katy
trojkata ABC.

Rozwigzanie

Poniewai AD+BD =24 oraz AD=3-BD, wiec AD=18 i BD = 6
7 twierdzenia o stycznych i siecznych okregu dostajemy

BF-BC=BD? oraz AE-AC=AD?.
Zatem 3-BC =62 =36, skad BC =12
oraz (AC —3v/3)-AC =182, a stad

AC? —3/3-AC—324=0,
ktorego dodatnim rozwiazaniem jest
AC=12V3.

Zauwazmy teraz, ze AC?+ BC? = (12v/3)%? +122 =432+ 144 = 576 = 24> = AB?, a stad na
mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy, ze SACB =90°.

Poniewaz tez AB=24=2-12=2-BC, wiec SABC =60° oraz <BAC = 30°.

B\
A 18 D 6 B

Zadanie 5.

W zbiorze M sa wszystkie liczby siedmiocyfrowe zapisane przy pomocy cyfr: 1, 2, 3,4, 5,6, 7
i takie, ze zadna cyfra w zapisie tych liczb nie powtarza sie. Rozstrzygnij, czy w zbiorze M
istnieje takich 5 liczb, ze suma trzech z nich jest suma dwoch pozostatych.

Rozwigzanie

Zal6ézmy, ze w zbiorze M istniejq liczby: a,, a,, as, by, by, dla ktérych zachodzi réwnosé

(1) ay +ay+as=">b, +b,.

Zauwazmy, ze dowolna liczba ze zbioru M ma sume cyfr réwna
14+24+3+44+5+6+7=28=3-9+1,

czyli kazda liczba z tego zbioru przy dzieleniu przez 9 daje reszte 1 (dowdd tego faktu po-
dajemy na koncu). Stad suma a, +a,+a, przy dzieleniu przez 9 daje reszte 3, natomiast
suma b, +b, przy dzieleniu przez 9 daje reszte 2. Nie jest wiec mozliwe, aby réwnosé (1) byla
spelniona. Zatem w zbiorze M nie istnieja liczby o jakich mowa w zadaniu.

Uwaga 1. Jest to zadanie nr 210 w: Bolestaw Mokrski, Jézef Siwy, Tomasz Szymczyk, Mate-
matyczny sezam, wydanie drugie, Wydawnictwo Szkolne OMEGA, Krakéw 2018

Uwaga 2. Zamiast rozpatrywania reszt z dzielenia przez 9 mozna rozpatrywac reszty z dziele-
nia przez 3. Uzasadnienie wynika z ponizszego rozumowania, bo liczba podzielna przez 9 jest
tez podzielna przez 3.

Dowdd faktu, ze liczba naturalna i suma jej cyfr przy dzieleniu przez 9 daja te sama reszte.

Niech bedzie dana liczba naturalna

a_a alaozan-10”+an_1-10"_1+--~+a1~10—|—a0,

nQn_1--

ktérej sumag cyfr jest a, +a, | +---+a; +a,.

skm.katowice.pl



Niech ponadto

“aya,=9-p+r, peN, r; €{0,1,2,...,8}

n-"n—1-"
oraz
a,+a, +---+a, +a;=9-s+ry, seN, r,e{0,1,2, ..., 8}.
Poniewaz
U@, 1 ---ayay—(a,+a, +-+a +a5)=

=a,-10"+a, ,-10"'+---+a,;-10+a,—(a,+a, ,++a,+a,)=
:an(10“—1)+an_1(10”—1—1)+.-~+a1(10—1):an«999...99+a 999...99+---+a,-9
S——— SN———
n cyfr n—1 cyfr

n—1"

i liczba ta dzieli si¢ przez 9, wiec przez 9 dzieli si¢ réwniez liczba
(9 p+r)—(9-5+719)=9-(p—35)+(r, —7y),
skad 7, —r, =0, czyli r; =1,.
W szczegdlnosci liczba naturalna dzieli sie przez 9 wtedy i tylko wtedy, gdy suma cyfr tej
liczby dzieli sie przez 9.

Uwaga. Powyzszy dowdd mozna réwniez przeprowadzi¢ uzywajac jezyka kongruencji. Wiecej
o kongruencjach mozna przeczytac¢ np. w:
https://omj.edu.pl/uploads/attachments/seminaria 1.pdf, s. 19-25

(tsz)
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