XVI Slaski Konkurs Matematyczny

Szkice rozwigzan zadan — zawody rejonowe 2019

Zadanie 1.

Znajdz wszystkie liczby pierwsze p, dla ktérych liczba pPT! +2 tez jest liczba pierwsza.

Rozwigzanie

Jezeli p=2, to pPt142=23+2=101i jest to liczba zlozona.
Jezeli p=3, to pPt1 +2=3%*+2=83 i jest to liczba pierwsza.
Niech teraz p >3 bedzie liczba pierwsza. Jest to liczba nieparzysta i nie jest podzielna przez 3.
Wtedy liczba p+1 jest liczba parzysta.
Jezeli p=1 (mod 3), to pP™1 =1 (mod 3) i stad

pPT+2=3=0 (mod 3),
a jesli p=2 (mod 3), czyli p=—1 (mod 3), to pP™1 =1 (mod 3), a stad

PP 42=1+2=3=0 (mod 3).

W obu przypadkach otrzymane liczby sa podzielne przez 3 i wigksze od 3, wiec sa to liczby
zlozone. Zatem tylko liczba p =3 spelnia warunki zadania.

Uwaga. Jest to zadanie nr 149 w: Bolestaw Mokrski, Jozef Siwy, Tomasz Szymczyk, ., Mate-
matyczny sezam”, wydanie drugie, Wydawnictwo Szkolne OMEGA, Krakéw 2018

Zadanie 2.

Siedmiu sympatykéw matematyki, kazdy w innym wieku, rozmawialo o matematyce przy
taweczce Stefana Banacha i Ottona Nikodyma na Plantach w Krakowie. Razem mieli 100 lat.
Wykaz, ze byto wsréd nich takich trzech, ktérzy mieli w sumie co najmniej 50 lat.

Rozwigzanie

Przypiszmy kolejnym sympatykom matematyki ich wiek porzadkujac ich od najmtodszego do
najstarszego. Jezeli przez m, oznaczymy wiek i-tego sympatyka matematyki, to mamy

my <My <mg <my <mg <mg<m,.
Wykazemy, ze trzech najstarszych sympatykéw matematyki spelnia warunki zadania.
Jezeli my > 16, to mg > 17 i m, > 18, skad
mg +mg+m, >16+17+18 =51.
Jesli natomiast m, <15, to m, <14, my <13, m, <12 i m; <11. Wtedy
my +mqy+mg+m, <11+12+13+14 =50,

a poniewaz rozmawiajacy przy taweczce Banacha i Nikodyma sympatycy matematyki maja
razem 100 lat, wiec i tym razem

mg +mg+m.- 2> 50.
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Zadanie 3.

Punkt M jest punktem przeciecia sSrodkowych trojkata ABC. Wiedzac, ze AM =60, BM =80
i C'M =100, oblicz pole trojkata ABC.

Rozwigzanie

Sposdb 1.
Niech A’, B’, C’ beda $rodkami bokéw trojkata ABC odpowiednio BC, AC, AB. Poniewaz
punkt M dzieli kazda ze Srodkowych w stosunku 2:1 liczac od wierzchotka, wiec CC’ =150
i MC'"=50.
Niech punkty D i E beda rzutami prostokatnymi punktéw odpo-
wiednio A i B na prostg CC’. Poniewaz tréjkaty ADC’ i BEC'
sg przystajace, wiec AD = BE oraz DC'=EC".
Przyjmijmy: AD= BE =h oraz DC'=EC’ =z. Stosujac twier-
dzenie Pitagorasa do trojkatéw prostokatnych ADM i BEM,
otrzymujemy

h? = 60% — (50 — )*

h? =80%+(50+x)?,

skad
60% — (50 — x)* = 80% — (50 4+ x)?.

Rozwiazaniem tego réwnania jest x = 14. Zatem

h* =602 — (50 — 14)* = 2304,

a stad h =48.
Mozemy teraz wyznaczy¢ pole [ABC] tréjkata ABC:

[ABC]=[ACC'|+[BCC'] = % .0C" h+ % .OC" - h=CC"-h=150-48 = 7200.

Sposdb 2.

Niech P bedzie odbiciem symetrycznym punktu M wzgledem $rodka B’ boku AC. Przekatne
czworokata AMCP przecinaja sie w potowie, wiec czworokat AMC'P jest réwnolegtobokiem,
w ktorym:

AM=CP=60, MP=80, AP=CM =100.

Zauwazmy, ze

AM?+MP? =60 +80° =100*> = AP?, P
wiec na podstawie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia
Pitagorasa stwierdzamy, ze tréjkat AM P jest trojkatem pro-

stokatnym o przeciwprostokatnej AP. Zatem jego pole jest
réwne

2
1 1 <
[AMP]:E-AM-MP:E-60-8O:24OO,

skad otrzymujemy, ze

[AMB'] = % -[AM P] = 1200, A ¢’ B

czyli
[AMC]=2-[AM B'] = 2400.
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Poniewaz BB’ =3-MB’, wiec hy =3h. Stad
1 1
[ABC| = E-AC"h1 =3 +AC-3h=3-[AMC]=3-2400 = 7200.
Uwaga. Pole trojkata AM P mozna wyznaczy¢ bez rozstrzygania, ze jest to trojkat prosto-
katny. Wystarczy skorzystaé¢ ze wzoru Herona na pole trojkata.

Sposdb 3.
W tym sposobie wykorzystamy elementy geometrii analitycznej.
Umiesémy trojkat ABC w ukladzie wspolrzednych tak, Y
aby: A=(0,0), B=(2b,0) i C=(2¢,2c,) dla pewnych C = (2c1,2¢y)
liczb rzeczywistych b, ¢, ¢, ¢,. Poniewaz punkty A’, B, A
C’ sa érodkami bokéw tréjkata odpowiednio BC, AC,
AB, wiec
A= (b+c¢y,c,), B'=(c;,c,), C' = (b,0).
Wybierzmy taki pun_kt> B, aby zachodzila réwnosé , b+ c1,cs)
wektoréw B'B" = AA" =[b+c,,c,], stad (e1,2) = B
B" = (b+2¢;,2c,).
— —— s
A poniewaz BB" =[2¢; —b,2¢,], wiec BB" =C'C .
Zatem tréjkat BB’ B” ma boki réwne odpowiednim $rod-
kowym trojkata ABC'. Stad BB'=120, B'B"=90, BB" =
— 150. — o -
7 uwagi na réwnoéé 1202 +902% = 1502 dostajemy, 7e tréj- 0 =60  B=@0
kat BB'B” jest prostokatny o przeciwprostokatnej BB
—_—
($BB'B" =90°). Z réwnoéci wektoréw B'B” = AA" wynika réwnolegloéé odcinkéw B’ B”
i AA’ i stad mamy SBM A’ =90° oraz $AM B’ =90°. Zatem

1 1
[AMB'|= - AM-MB'= - -60-40 = 1200.
Tréjkaty AM B’ i CM B’ maja réwne podstawy AB’ i C B’ oraz wspdlng wysoko$¢ poprowa-

dzona do tych podstaw, wiec maja rowne pola [CM B'|=[AM B’] =1200. Tr6jkat BM A’ jest
prostokatny, wiec

[BMA']:%‘BM‘MA’:%-8030:1200,

zatem [CMA'|=[BM A’] =1200. Zauwazmy, ze
[ABC]=2-[ACA"|=2([AMB’| +[CM B’ +[CM A’]) =2-3-1200 = 7200.

Sposdb 4.
Sposob ten nie wymaga rozwazan geometrycznych, ale jest klopotliwy ze wzgledu na dos$é
ztozone obliczenia, w ktorych mozna tatwo popelnié btad.
Skorzystamy ze wzoru na diugo$é¢ srodkowej w tréjkacie. Jesli trojkat ma boki dlugosci
BC =a, AC=0b, AB =c, to srodkowa m_, poprowadzona do boku a ma dltugos¢
1

(1) maZEVZbQ"‘QCQ_aQ-
Ze wzoru (1) dostajemy

2% +2¢2 —a? = 4m(21

202 +2c2 — b2 = 4ml2)

2024202 —? = 4m§,

z ktorego otrzymujemy
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4
a®=—(2mj +2m? —m?)

b’ = —(2m2 +2m? —mj7)

= 5(2m2—|—2m§—m3).

Przyjmujac m,, =90, m, =120, m_=150, uzyskujemy a?=29200, b* =20800, ¢*=10000, a stad
a=2073, b=40/13, c=100. Wykorzystujac wzor Herona na pole trojkata

[ABC] = \/p(p—a)(p—b)(p—C) :

b
gdzie p= %, dostajemy

[ABC] =

=/ (10V/73 +20V/13 +50)(20v/13 +50 — 10V/73 )(10v/73 +50 — 20V/13 ) (10v/73 +20V/13 — 50)

i po nietrudnych, ale do$¢ zmudnych obliczeniach, otrzymujemy, ze [ABC| = 7200.

Dowéd stusznosci wzoru (1) pozostawiamy jako dodatkowe ¢éwiczenie.

Uwaga. Mozna wykazaé (zobacz w: Straszewicz S., Zadania z olimpiad matematycznych,
tom II. Panstwowe Zaklady Wydawnictw Szkolnych, Warszawa 1961, zadanie nr 81), ze ze
srodkowych dowolnego trojkata ABC mozna zbudowaé tréjkat T' i zachodzi zalezno$é miedzy

ich polami [ABC|= %[T]

Stosujac wzor Herona obliczamy pole tréjkata T' zbudowanego ze $rodkowych danego tréj-
kata ABC

(7] = /180(180 — 90) (180 — 120)(180 — 150) = 5400

4
oraz wykorzystujac powyzszy rakt, otrzymujem =—\1|= .
ykorzystuja yzszy fak ymujemy [ABC]= —[T]=7200

Zadanie 4.

Wykaz, ze réwnanie 22 —2019y? = 2018 nie ma rozwiazan w zbiorze liczba calkowitych.

Rozwigzanie

Sposdb 1.

Zauwazmy, ze liczba 2019 jest podzielna przez 3 oraz liczba 2018 przy dzieleniu przez 3
daje reszte 2. Liczba x nie moze by¢ podzielna przez 3. W przeciwnym przypadku liczba
22 —2019y2 tez bylaby podzielna przez 3. Wynikataby stad sprzeczno$é, bo prawa strona
réwnania nie jest podzielna przez 3. Zatem rozwiazan danego réwnania nalezy poszukiwac
wsrod liczb catkowitych x niepodzielnych przez 3.

Jezeli z=1 (mod 3), to 22 =1 (mod 3) i wtedy
22 —2019y*=1 (mod 3) oraz 2018=2 (mod 3).

Jesdli zag x =2 (mod 3), czyli z=—1 (mod 3), to z2=1 (mod 3) i jak powyzej uzyskujemy, ze
22 —2019y>=1 (mod 3) oraz 2018=2 (mod 3).

Stad nie istnieja liczby catkowite x i y spelniajace dane w zadaniu réwnanie.
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Sposdb 2.
Aby wykazaé, ze rOwnanie
(1) z? —2019y* = 2018
nie ma rozwiazan w zbiorze liczb catkowitych, rozpatrzymy cztery przypadki ze wzgledu na
parzystos¢ liczb i y.
1° Liczby x i y sa liczbami parzystymi, czyli x =2p i y =2q dla pewnych liczb catkowitych
pigq.
Wtedy réwnanie (1) przyjmuje postaé
4p? —2019-4¢* =2018.

Zauwazmy, ze lewa strona otrzymanego rownania jest podzielna przez 4, a prawa podzielna
nie jest. Zatem ten przypadek zachodzi¢ nie moze.
2° Liczba x jest liczba parzysta i y jest liczba nieparzysta, czyli t=2p i y=2q+1 dla pewnych
liczb catkowitych p i q.
Roéwnanie (1) mozemy teraz zapisaé

4p* —2019(4p* +4p+1) =2018.
Zauwazmy, ze lewa strona otrzymanego réwnania jest liczbg nieparzysta i jednoczesnie prawa
jest liczba parzysta. Ten przypadek tez nie moze zachodzi¢.
3° Liczba x jest liczbag nieparzysta i y jest liczba parzysta, czyli t=2p+1 i y=2q dla pewnych
liczb caltkowitych p i q.
Wtedy réwnanie (1) przyjmuje postaé

(4p* 4+4p+1) —2019-4¢> = 2018,
w ktorym znow lewa strona jest liczba nieparzysta, a prawa parzysta. Zatem i ten przypadek
nie moze zachodzi¢.
4° Liczby x i y sa liczbami nieparzystymi, czyli x =2p+1 1 y=2¢g+1 dla pewnych liczb
catkowitych p i q.
Zatem (1) mozemy zapisaé

(4p® +4p+1) —2019(4¢> +4q+1) = 2018.
Po réwnowaznych przeksztatceniach dostajemy
4p? +4p—2019(4¢> +4q) =2-2018
p*+p—2019(¢* +¢) = 1009
p(p+1)—2019-¢g(¢+1)=1009.

Zauwazmy, ze liczby p(p+1) i q(¢+1) jako iloczyny dwéch kolejnych liczb catkowitych sa
liczbami parzystymi, stad lewa strona ostatniej réwnosci jest liczba parzysta i jednoczesnie
prawa jest liczbg nieparzysta, czyli ten przypadek réwniez nie moze zachodzic.

Reasumujac, nie istnieja liczby catkowite z i y, ktére spelniaja dane w zadaniu rownanie.
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Zadanie 5.

Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi nieréwno$é

(o) (1) (e L) 5

Rozwigzanie
Sposdb 1.

1
W rozwiazaniu skorzystamy z nieréwnosci x + — > 2 prawdziwej dla kazdej dodatniej liczby

x
rzeczywistej x, przy czym rownos¢ zachodzi tylko dla x =1. Dowdd tego faktu pozostawiamy
jako dodatkowe ¢wiczenie.

Wymnazajac lewa strone oraz wykorzystujac powyzszy fakt, dostajemy

1 1 1 a 1 1
(a+—> (b+—> (c+—) = (ab+—+1+—> <c+—> =
b c a c be a
1 1 1

1
=abc+b+a+—+c+—+—+—=
c a b abe

1 1 1 1
= (abc+—> + (a+—> + <b+—> + (c+—> >4-2=_8.
abc a b c

+Y > /ry miedzy Srednia arytmetyczna i geometryczna

Sposob 2.

Wykorzystamy teraz zalezno$c
prawdziwg dla dowolnych dwéch nieujemnych liczb rzeczywistych x i y.

Na podstawie tej nierownosci mamy

1 1 b 1
a+ 22/ b=, et —>2/ .
b b c c a a

Wymnazajac powyzsze nieréwnosci stronami, otrzymujemy
1 1 1 b
<a+—> <b+—> <c+—>>2-2-2- 2.2.° g
b c a b ¢ a
Sposdb 3.

W tym sposobie wykorzystamy zalezno$¢ miedzy $rednia arytmetyczna i geometryczna dla
o$miu neujemnych liczb rzeczywistych

(1) m1+x2_§...+x8>8x1‘x2"”'x8.

Dowéd nieréwnosci (1) podamy na koncu rozwiazania tego zadania.

Poniewaz (zobacz sposéb 1.)

1 1 1 1 1 1 1
<a+—> <b+—> <c—|——> =abc+b+a+—+ect—+—+—,
b c a c a b abe

wiec na podstawie (1) dostajemy

1 1 1 1 1 1 1
<a+—> <b+—> <c+—>>88abc-b-a-—-c ----- — =8.
b c a c a b abc

Przedstawimy teraz dowdd nieréwnosci (1).

W dowodzie wykorzystamy zalezno$¢ miedzy $rednig arytmetyczna i geometryczna dla dwoch
nieujemnych liczb rzeczywistych (zobacz nieréwnosé w sposobie 2.).
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Na podstawie tej nierownosci dostajemy

T+, T3+,
T +Tot+Ty+a T T, +/T3T
1 24 34— 2 5 2 /\/ 2 \/3 4 > \[\T1TyT4T, = YT, 25757,
oraz
T+ Tg Ty +2Tg
Ty +Tg+ Ty + Ty 2 2 \/x Lg +\/m7x8
4 = 9 > \/ VE5TaTrly = YT5Talr Ty,
a stad
T try,tagt+ay, Ts+Tg+x,+Tg
Ty F+ 2ot 4 4 > VT1ToT3T, + /T5TeT7 Ty S
8 2 2
2\/{1/x1x2-...-x8 :§/x1x2-...-x8.
(tsz)
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