XVI11 Slaski Konkurs Matematyczny

Szkice rozwigzan zadan — zawody rejonowe 2020

Zadanie 1.
Rozwiaz w liczbach wymiernych réwnanie

z? — 6y? = 2xy.

Rozwiazanie:
Niech z,y € Q oraz 22 — 6y% = 2xy. Mamy wtedy kolejno z? — 2zy = 6y2,
2% — 2xy + 9% = Ty? oraz (x — y)? = Ty
Jezeli y =0, to x = 0.
2
Jezeli y # 0, to (%) — 7, coyli
=i eQ
Zatem jedyna para spelniajaca warunki zadania jest (0,0).

= /7, co jest niemozliwe, gdyz

Zadanie 2.
Wykaz, ze jesli a, b, ¢ sa liczbami rzeczywistymi nieujemnymi takimi, ze

Vab > 2018, v/be > 2019, \/ca > 2020, to

a+b+c>6057.

Rozwigzanie:
Niech a, b, c > 0 oraz

Vab > 2018 Vbe > 2019 /ea > 2020.

Wtedy na podstawie nierownosci pomiedzy $rednimi geometrycznag i arytme-
tyczna otrzymujemy:

b b
atbtc = a; i ;C €U S Jab+vbobr/ca > 201842019+2020 = 6057,

czyli
a+b+c > 6057.
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Zadanie 3.
Wyznacz wszystkie tréojki (p,gq,r) kolejnych liczb pierwszych, dla ktérych
p? + ¢* + r? jest liczba pierwsza.

Rozwigzanie:

Zalézmy, bez straty ogdlnosci, ze p < g < r.

Na poczatek wykazemy, ze jezeli p # 3, ¢ # 3 ir # 3, to 3|p®> + ¢ + 12, a
wtedy p? + ¢ + 2 nie jest liczba pierwsza, bo p? + ¢? + r2 > 3.

Istotnie, gdy 3 t pgr, to kazda z liczb p, g, r jest postaci 3n+1, lub 3n+2, gdzie
n jest nieujemna liczba caltkowita. Kwadrat takiej liczby w dzieleniu przez 3
daje reszte 1. Stad

PP+ +r*=14+1+1=0 (mod 3).

Wobec tego p = 3, lub ¢ = 3, lub r = 3.

Jedli r = 3, to ¢ = 2 i nie ma liczby pierwszej p mniejszej od 2.
JeSlig=3,top=2ir=>5,alewtedy p> + > +1r2=+94+25=38=2-19
jest liczba ztozona.

Jeslip=3,toqg=>5ir="71iwtedy p?+q%+r2 =94 25+49 = 83 jest liczba
pierwsza.

Oznacza to, ze warunki zadania spelnia tylko tréjka (3,5,7).

Zadanie 4.
W trapezie ABCD, o podstawach AB i C'D, wybrano na boku AD dowolnie
punkt E. Niech pola trojkatow ABE, CDE i BCE beda réwne odpowiednio

S1, So i T. Wykaz, ze
T > 2451 -59.

Rozwiazanie:
Niech AB = a, CD = b, a dtugosci wysokosci tréjkatow ABE i CDE popra-
wadzone do podstaw AB i C'D sg odpowiednio réwne hy i hs.

hy
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Pole trapezu ABCD jest suma pdl tréjkatéw ABE, CDE i BCE, wiec

(a+ b)(h1 + hs) ahi + aho + bhy + bho

ST+ S+ T = 5 = 5 =
. ahq bha ahsy + bhy . ahg + bhq
) + 5 + 5 =851+ 5+ 5 )

skad T = @2t
Na podstawie zaleznosci pomiedzy $rednimi arytmetycna i geometryczna otrzy-
mujemy

ah2 + bhl

T=—" > Vahy - bhy = \/(ahy) - (bhy) = /251 - 255 = 24/515,,

a stad

T > 251 5,.

Uwaga. Jest to zadanie nr 220 w: Bolestaw Mokrski, Jézef Siwy, Tomasz
Szymczyk, ,Matematyczny sezam”, wyd. 2, Wydawnictwo Szkolne OMEGA,
Krakéw 2018

Zadanie 5.
Wykaz, ze jesli rézne od zera liczby rzeczywiste x, y spelniaja réwnosci
r+y=2ay =—2016, to

- (4—y*)+y- (4—2°)
zy

= 2020.

Rozwiazanie:
Niech z,y beda réznymi od zera liczbami rzeczywistymi takimi, ze

T4y =2xay = —2016.
Wtedy mamy x +y = —2016 oraz « + y = xy, a zatem

r-(A-y)+y (4—2%) de—xyP+dy—aPy Aty —ay’ -2ty

Ty zy zy
dzy—ay? -2ty ay(d—y—x)
_ o — p _

=4—x—y=4—(—2016) = 2020.
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