$laski Konkurs XXI Slaski Konkurs Matematyczny

Matematyczn . . / /g
m s S Szkice rozwigzan zadan finatlowych

Zadanie 1.

Na skwerze zakwitty trzy krzewy w kolorach: bialym, z6ttym i czerwonym. Liczba wszystkich
kwiatow byta dwa razy wieksza od liczby kwiatow biatych. Po kilku dniach z krzewéw opadto
szes¢ kwiatéw i wtedy suma wszystkich kwiatow na krzewach byla dwa razy wieksza od
liczby kwiatow zéttych. Po kolejnych kilku dniach z krzewow opadto jeszcze osiem kwiatéw
i wtedy na krzewach bylo razem dwa razy wiecej kwiatow niz kwiatoéw czerwonych, a liczby
kwiatow biatych, z6ttych i czerwonych, w tej kolejnosci, byly kolejnymi liczbami naturalnymi.
Ile kwiatéw poszczegdlnych koloréw byto na tych krzewach w pierwszym dniu?

Rozwigzanie
Oznaczmy: b, 2, i ¢, liczby kwiatéw odpowiednio: biatych, zéttych i czerwonych na poczatku.
Zatem
(1) by +2zy+cy=2b,, czyli z,+cy=0,.
Jezeli po pierwszym opadnieciu kwiatéw, liczby kwiatow: bialych, zottych i czerwonych ozna-
czymy odpowiednio: b;, z; i ¢;, to uwzgledniajac tez (1), mamy
(2) 2bp—6=0,+2,+c, =22z, skad 2z, =0b,—3.
Gdy po drugim opadnieciu kwiatow, liczby kwiatow: biatych, z6ttych i czerwonych oznaczymy
odpowiednio: by, z, i ¢,, to — uwzgledniajac ponownie (1) — mamy
(3) 2bp—14=by+2o4+cy=2c, 1 stad c,=0b,—7.
Poniewaz tez z, =b,+1 i ¢, = b, +2, wiec na podstawie (3) dostajemy

by + (by+ 1)+ (by +2) = 2(b, +2),
skad b, =1 oraz z, =2 i ¢, =3. Z réownosci 2b, — 14 = 2¢c, = 6 otrzymujemy b, =10, a stad
— na podstawie (1) — réwniez z,+c, = 10. Poniewaz 2z, =b, —3=10-3=7, wiec z, > 7.
Analogicznie z zaleznosci ¢, = b, —7 =107 =3 dostajemy, ze c, > 3.
Gdyby byto z,>7 lub ¢, >3, to mielibySmy z,+c, > 10, a to jest sprzeczne z warunkiem
2y+cy=10. Zatem 2z, =7 i ¢, =3.
Mozemy sprawdzi¢ bezposrednio, ze tréjki: (by,zy,¢,) = (10,7,3), (by,2,.¢;) = (4,7,3),
(by,2,,c9) =(1,2,3) spelniaja warunki zadania.

Odp.: Na poczatku na tych krzewach bylo 10 kwiatéow biatych oraz 7 z6ttych i 3 czerwone.

Zadanie 2.

Dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniajg réwnosé
1
Vabe = E(a—l—b—i—c).

Wykaz, ze zachodzi nieréwnosé

1 1 n 1 < 3
b ¢ 2
Rozwigzanie
Sposdb 1.

Korzystajac z zaleznosci miedzy $rednia arytmetyczng a geometryczng dla dwdéch liczb do-
datnich, otrzymujemy

Vabc :%> (a+b)c,
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a stad

1 1
(1) ab>a+b, czyli —+3<1.
a
Analogicznie dostajemy
(2) Ll Aot
I - X 1 - - X .
a c b ¢
Dodajac stronami nieréwnosci (1) i (2), dostajemy
2 2 2
“+2+2g3,
a b ¢

skad uzyskujemy, ze
1 1 n 1 o 3
b ¢ 2
Sposdob 2.
Sposob ten jest nieznaczna modyfikacja sposobu 1.
7 zalozenia i zaleznosci miedzy srednig geometryczng a arytmetyczng dla dwéch liczb dodat-
nich otrzymujemy
1

1
—(a+b+c)=1/a(be) < 5

5 (a+bc).

Stad

.1 1
b+c<bc, czyli 3+—<1.
c

Analogicznie dostajemy

1 1 1
—+—<1 1 —+—<1
a b

1+1+1_1<<1+1>+<1+1>+<1+1>><3
a b c 2 a b b c a c DR
Sposdb 3.

Zauwazmy, ze warunek z zalozenia mozemy zapisaé¢ rownowaznie w postaci

(1) 4abc=(a+b+c)?, czyli 4abc=a®+b* 4 c*+2ab+2bc+2ca.

Zatem

Poniewaz
1 1 1 ab+bctca  4(ab+bc+ca)

a b c abe a 4abe

wiec na podstawie (1) otrzymujemy
1 1 1 4(ab+bc+ca
(2) o A ) ,
a b ¢ a®+b*+c*+2ab+2bc+2ca

Korzystajac teraz ze znanej nieréwnosci a? + b? + c? > ab+ bc+ ca, dostajemy

a® +b% +c +2ab+2bc+2ca > 3(ab+be+-ca),

skad 1 na podstawie (2) mamy

1 N 1 N I 4(ab+bc+ca) o 4(ab+bc+ca) 4 - 3
a b ¢ a?+b2+c2+2ab+2bc+2ca  3(ab+bc+ca) 3 2
Sposdb 4.
1
Z zalozenia v abc = E(a—l—b—i—c) otrzymujemy
1 2402+ c®+2ab+2bc+2
(1) abc:z(a+b+c)2: a”+b"+c —i—4a +20c+ ca
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Aby wykazac¢ teze wystarczy udowodnié, ze
ab+bc+ca 3
Bk B i B g
abc 2
albo rownowaznie 3abc > 2ab+ 2bc+2ca. Wykorzystujac (1), dostajemy
3a? 4 3b% +3¢% +6ab -+ 6bc+6ca
4
Przeksztalcajac dalej rownowaznie, otrzymujemy
3a% 4 3b% +3¢? + 6ab+ 6bc + 6¢a > 8ab+ 8bc+ 8ca,
a® +b* 4+ + (a* — 2ab+b?) + (b* — 2bc+c?) + (¢* —2ca+a*) >0,
a2+ 4+ +(a—b)*+(b—c)*+(c—a)*>0.
Ostatnia nieréwno$¢ jest zawsze prawdziwa, wiec teza zadania jest spelniona. Konczy to
rozwigzanie zadania.

> 2ab-+2bc+2ca.

Zadanie 3.

Liczba n jest suma kwadratéw trzech liczb catkowitych. Wykaz, ze liczbe 3n mozna przed-
stawi¢ jako sume kwadratow czterech liczb catkowitych.

Rozwigzanie
Niech n=a?+4b%+c? dla pewnych dodatnich liczb catkowitych: a, b, c. Wtedy
3n=3a"+3b°+3c* =a’ + 0>+ +2a* +2b° +2¢% =
= (a® +b* +c* +2ab+2bc+2ac) + (a* — 2ab+b?) + (b* — 2bc+?) + (a® —2ac+c?) =
=(a+b+c)*+(a—b)*+(b—c)*+(a—c)?,
a dla liczb catkowitych: a, b, c liczby: a+b+c, a—b, b—c, a—c tez sa catkowite. Konczy to
rozwiazanie zadania.

Zadanie 4.

W tréjkat ABC wpisano okrag w, ktory jest styczny do bokéw: AB, BC, AC' w punktach
odpowiednio: Cy, A;, B,. Punkt K jest drugim koncem srednicy okregu w przechodzace;
przez punkt C;. Na prostej B,C; wybrano taki punkt D, ze odcinki AB i C'D sg réwnolegte.
Wykaz, ze punkty: A, K, D leza na jednej prostej.

Rozwigzanie

Niech D bedzie punktem spelniajacym warunki zadania, czyli CD || AB.

Z twierdzenia o odcinkach stycznych do okregu mamy
AC,=AB, i CB,=CA,.
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Poniewaz, zgodnie z zatozeniem, CD || AB, zatem tréojkaty AC, B, i CDB, sa podobne. Skoro
tez AC|, = AB,, wiec réwniez CD=CB; =CA,, stad tréjkat CDA, jest réownoramienny, czyli
JCDA, = 4CA,D.

Przyjmijmy, ze katy trojkata ABC sa 2«, 23, 2y (zobacz rysunek), zatem 2a+25+2~y=180°.

Z réwnoleglosci odcinkéw CD i AB wynika, ze $DC B, = $BAC = 2a. Poniewaz
JSCDA, +<4CA D+2a+2y=29CDA, +2a+2y=180°,
wiec SCDA, = 3.
Wiemy, ze érodek S okregu wpisanego w trojkat ABC jest punktem przecigcia si¢ dwusiecz-
nych jego katow wewnetrznych, wiec

YABS =<4CBS =33,
stad i z réwnolegtosci odcinkéw C'D i AB dostajemy, ze odcinki DA, i BS sg réwnolegte.

Wezmy teraz pod uwage punkty: C, A,, K. Skoro C,K jest $rednicg okregu w, wigc
JC, A, K =90°. Trojkat A, BC, jest réwnoramienny (BA, = BC,), stad ¥BA,C, =90° — 3.
Poniewaz

JBA,C,+4C, A, K+ 4K A,C=180°,
(90° —8) +90° + K A, C =180°,
wiec CA, K =0=<4CBS. Oznacza to, ze odcinki A, K i BS sa réwnolegle, a stad réwnolegle

s tez odcinki DA, i A, K. Zatem punkt K lezy na odcinku DA, czyli punkty: A,, K, D
leza na jednej proste;j.

Zadanie 5.

Na okregu umieszczono 2024 lampki, kazda z przelacznikiem, ktéry zmienia stan (zapa-
lona/zgaszona) dwéch sasiadujacych z nim lampek, nie zmieniajac stanu lampki z przetacz-
nikiem. Poczatkowo dwie sasiednie lampki sa zapalone, a pozostale sa zgaszone. Rozstrzy-
gnij, czy przy uzyciu dostepnych przetacznikéw mozna doprowadzi¢ do sytuacji, ze wszystkie
lampki beda zapalone.

Rozwigzanie

Ponumerujmy kolejno lampki liczbami: 1, 2, 3, ..., 2023, 2024. Dwie sasiednie zapalone lampki
maja wiec numery roznej parzystosci. Zauwazmy, ze kazde uzycie przetacznika zmienia stan
pewnych dwoch lampek o numerach tej samej parzystosci. Uzycie przetacznika nie zmienia
wiec parzystosci liczby zapalonych lampek o numerach parzystych. Aby wszystkie lampki
byta zapalone, musi by¢ zapalonych 1012 lampek o numerach parzystych. Skoro na poczatku
zapalona byla jedna lampka o numerze parzystym, to po kazdym uzyciu przetacznika liczba
zapalonych lampek o numerach parzystych bedzie nieparzysta, wiec nie moze by¢ rowna 1012.
Uzyskana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze nie mozna doprowadzi¢ do sytuacji, aby wszystkie lampki
bytly zapalone.

Analogicznie jest dla lampek o numerach nieparzystych.

(tsz)
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