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Zadanie 1.

Dane sa takie rézne od zera liczby rzeczywiste a, b, ¢, d, ze b+d+# 0 oraz spelniona jest rownosé
a ¢ a+tc

b d  b+d’

Wykaz, ze ac <0.

Rozwigzanie
Dang w zadaniu réwno$¢ mozemy réwnowaznie zapisac
ad+bc  a+tc
bd  b+d’

(ad+be)(b+d) =bd(a+c),

abd+ ad? +b%c+bed = abd + bed,
a stad
(1) ad® +b*c=0.
Zalézmy teraz, ze liczby a, ¢ sa tego samego znaku.
Jedlia>01c>0, to réwniez ad? +b%c>0, a jesli a<0ic<0, to wtedy ad? +b*c < 0. Uzyskane
sprzecznosci z (1) dowodza, ze liczby a i ¢ sa réznych znakéw, wiec ac < 0.
Uwaga. Jest to zadanie nr 220 w: ,, Mokrski B., Siwy J., Szymczyk T. Matematyczny sezam —
20 lat Slgskiego Konkursu Matematycznego. Wydawnictwo Szkolne OMEGA, Krakéw 2023”7

Zadanie 2.
Wysokosci h,, hy, h, pewnego tréjkata spetniajg rownosc
1 1 1 2

he "y B2 Ry

a

Wykaz, ze jest to trojkat prostokatny.

Rozwigzanie

Podnoszac dang réwnos$é obustronnie do kwadratu, otrzymujemy

S S I
h,  hy) b2 h -h,’

a

1, 2 1 _ 1, 2
h2 " h,-h, kI hZ h,h,’
skad
1 1 1
(1) —+t—5=--
h2 ~ hi  h?

Przyjmijmy, ze wysokosci hy, hy, h, sa w tym trojkacie poprowadzone, odpowiednio, do bokow
a, b, c. Ze wzoru na pole S tego trojkata mamy
a

1 1
S—ga-ha, a stad W =35

a
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Analogicznie
1 b . 1 c

h, 25 ' h, 25
Wstawiajac powyzsze zaleznosci do (1), dostajemy

a? b2 c

152 T 152 T asy

2

czyli
a®+ b2 =2

Na podstawie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy, ze tréjkat ten
jest prostokatny.

Zadanie 3.

Michat dzielit pewna liczbe naturalna kolejno przez 5, 10 i 15. Za kazdym razem otrzymat
z dzielenia niezerowa reszte, a suma otrzymanych reszt wynosita 27. Jaka reszte mogt otrzymacé
Michat, gdyby dzielit liczbe n przez 307

Rozwigzanie
Sposdb 1.
Niech n bedzie liczbg naturalna, ktora Michat dzielit kolejno przez 5, 10 i1 15. Zatem

n=>5bp,+r,, gdzie p,€Z, r €{1,2,3,4},

n=10p,+ry, gdzie p,€Z, r,e{1,2,3,...,9},

n=15p;+ry, gdzie py€Z, r;€{1,2,3,...,14}.
Zatem ) +1y+1; <44+9414=27. A skoro r, +7r,+r,; =27, wiec musi by¢

r,=4, 1,=9, r;=14.
Jedli Michat dzielitby liczbe n przez 30, to
n=30p+r, gdzie peZ, re{0,1,2,3,...,29}.
Poniewaz
3n=3(10py+9) =30p, +27 oraz 2n=2(15p;+14)=230p, +28,
wiec
n=3n—2n=(30p, +27) — (30p; +28) =30(py —p; — 1) +30+27—28 = 30p+ 29,

gdzie p=p, —p; —1 € Z. Zatem z dzielenia liczby n przez 30 Michal otrzymalby reszte r = 29.

Sposdcb 2.
Jak w sposobie 1. stwierdzamy, ze liczba n przy dzieleniu przez 5, 10, 15 daje reszty, odpowiednio,
4,9, 14.

Niech A, oznacza zbidr liczb naturalnych, ktére przy dzieleniu przez k daja reszte r. Zatem
A3=1{4,9,14,19,24,29,34,...},
Ay =1{9,19,29,39,49,59,...},
Ajs =1{14,29,44,59,74,89,...}.

7 tresci zadania wnosimy, ze liczba n musi naleze¢ do kazdego z tych zbiorow, czyli do ich czesci
wspolnej. Zatem
4~ A9 14
neA;NAJ,NA s =1{29,59,89,119,...}.

Wszystkie liczby z tego zbioru spetniajg warunki zadania i przy dzieleniu przez 30 daja reszte 29.
Taka tez reszte otrzymaltby Michal z dzielenia liczby n przez 30.
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Sposob 3.

Jak w sposobie 1. stwierdzamy, ze liczba n przy dzieleniu przez 5, 10, 15 daje reszty, odpowiednio,
4,9, 14. Fakt ten mozemy zapisaé

n—4=>5p;, n—9=10p,, n—14=15p,,

gdzie p,, py, p3 €Z. Stad

In—27=30p, i 2n-—28=230p;.
Odejmujac stronami otrzymane rownosci, dostajemy

(3n—27) — (2n — 28) = 30p, — 30p,,

n+1=30(py—p3)-
Zatem liczba n+1 dzieli si¢ przez 30, wiec
n+1 € {30,60,90,120,...},
skad dostajemy, ze
n € {29,59,89,119,...}.

Wszystkie liczby powyzszego zbioru spelniaja warunki zadania oraz przy dzieleniu przez 30 daja
reszte 29, wiec taka reszte otrzymatby Michat.

Zadanie 4.

Punkt FE jest punktem boku BC' prostokata ABC D, przy czym CE=2-BFE. Odcinki BD i AE
przecinaja sie w punkcie P. Wyznacz pole czworokata CDPE, jesli pole tréjkata ABP jest
rowne 15.

Rozwigzanie D c
Niech [XY Z...] oznacza pole wielokata [XY Z...].

Sposdb 1.
Przyjmijmy, ze [BEP]=p. I 2p

Zauwazmy, ze trojkaty DAP i BEP maja takie same P
katy, wiec sa to tréjkaty podobne. Poniewaz 15

AD=BC=3-BE, A B
wiec sa to trojkaty podobne w skali k =3. Jesli wiec [BEP]=p, to [DAP]=09p.

Zauwazmy tez, ze trojkaty BEP i C' EP majg wspolng wysoko$¢ poprowadzong z wierzchotka P.
A poniewaz tez CE =2-BE, wiec [CEP]|=2-[BEP]=2p. Przyjmijmy réwniez, ze [CDP]=S5.

1
Poniewaz BE = 3 -BC', wigc

[ABE] = % [ABCD], skad [AECD]— % [ABCDI.
Zatem [AECD|=5-[ABE], czyli
11p+S=5(p+15),
11p+S=5p+75,
6p+S="75.
Przekatna prostokata dzieli jego pole na potowy, wiec rowniez zachodzi rownosé
I9p+15=S5+43p, czyli 6p+15=S.

7, uktadu réwnan

6p+S =175
6p+15=S
otrzymujemy: S=451i p=>5. Stad [CDPE]=[CDP]+[CEP]=S+2p=45+10=55.
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Sposob 2.
W tym sposobie wykorzystamy metode geometrii analityczne;.

Umiesémy nasz prostokat w ukladzie wspolrzednych tak, aby: A=(0,0), B=(a,0), C = (a,3b),
D =(0,3b) dla pewnych dodatnich liczb a, b. Wtedy E = (a,b).

Prosta AE ma réwnanie y = —x. Natomiast y
a
, . 3b
prosta BD ma rownanie y = ——x + 3b.
a
7 uktadu réwnan
b
y=—1x
a
3b .
y=——x+3b :
a .
wyznaczamy wspolrzedne punktu przecigcia 014 3. @
3 3 4
sie tych prostych i dostajemy P = 1% Zb) .
Poniewaz pole trojkata ABP jest rowne 15, wiec
1 1 3 3
ABP|=—AB-PQ=—a-—b=—ab=15
ABP]= 5 Q=g gh=gab=15

skad dostajemy, ze ab=40. Zatem pole prostokata ABCD jest réwne [ABC D]=a-3b=3ab=120.
3
Zauwazmy, ze PM = Za, wiec

1 1 3 9
ADP|=—AD-PM = —-3b- —a= —ab=145.
[ ] 5 5 3 10— 3¢ 5

3 1
Poniewaz PM = 7% wiec PN = 7% Mozemy teraz wyznaczy¢ pole trojkata BEP:

1 1,1 1
[BEP|= 3 BE-PN= b —a= cab=>5.

2 4 8
Zatem
[CDPE|=[ABCD]|—[ABP|—[ADP]|—[BEP]=120—15—45—-5=055.
Sposdb 3.

W sposobie tym, podobnie jak w sposobie 1., wykorzystamy podobienstwo tréjkatow.

1
Przyjmijmy: AB=a, AD=3b, BE = §BC =b dla pewnych dodatnich liczb a, b. Niech punkty
M, N, @ beda rzutami prostokatnymi punktu P na boki, odpowiednio, AD, BC', AB.
Przyjmijmy tez: BQ=z, PQ=y. Wtedy AQ=a—=x.

Zauwazmy, ze tréjkaty ABD i QBP sa podobne, D
wiec

AD QP . 3b oy
—=—, czyi —=-=.

AB QB’ 2y a x 3b
Analogicznie podobne sa tréjkaty ABE i AQP, skad
dostajemy

BE QP ) Y A
ap A N T aow
Z ukladu réwnan
3b y
a oz
by
a a—x
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dostajemy r = —a, y=—boraz a—xr = 7% Poniewaz pole trojkata ABP jest réwne 15, wiec

4 4
1 1 1 3 3
5 Q FOY=30 4b Sab 5,

a stad ab=40.
Mozemy teraz wyznaczy¢ pola prostokata ABC'D oraz tréjkatéw ADP i BCP:
[ABCD]=AB-AD=a-3b=120,

1 1 3 9
ADPl=—AD-PM=—-3b-—a=—ab=4
[ ] 5 5 3b 4a 8ab 5,

1 1 1 1
BEP|=—BFE-PN=—b-—a=—ab=>5.

[ ] 5 2b 4a 8ab 5

Zatem pole czworokata CDPFE jest réwne
[CDPE|=[ABCD]|—[ADP]—[ABP]—[BEP]=120—45—15—-5=55.

Zadanie 5.

Na stole lezy 55 zetonow. Jas i Malgosia graja w nastepujaca gre: pierwsza osoba bierze ze stotu
jeden, dwa, trzy albo cztery zetony, nastepnie druga bierze jeden, dwa, trzy albo cztery zetony
i tak dalej na przemian. Wygrywa ten, kto wzial ze stolu ostatni zeton. Wyjasnij, kto z nich
moze zapewni¢ sobie wygrana w tej grze, gdy gre rozpoczyna Jas.

Rozwigzanie

W powyzszej grze zawsze moze wygra¢ Matgosia. Jesli w jednym ruchu Ja$ wezmie p zetondw,
gdzie pe{1,2,3,4}, to wystarczy, ze teraz Malgosia wezmie 5—p zetonéw. Zatem w jednej kolejce
Jas i Malgosia wezma razem 5 zetonéw. Skoro liczba zetonéw jest podzielna przez 5, wiec po 11
kolejkach ostatni zeton wezmie Malgosia.

(tsz)
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