XX Slaski Konkurs Matematyczny

Szkice rozwigzan zadan — zawody rejonowe 2023

Zadanie 1.
Rozstrzygnij, czy liczba 111...11 jest kwadratem liczby caltkowitej
—_——

2023 jedynki

Rozwigzanie

Liczba 111...11 jest liczba nieparzysta, wiec jesli jest kwadratem liczby caltkowitej, to jest

2023 jedynki
kwadratem liczby nieparzystej. Zauwazmy, ze kwadrat liczby nieparzystej przy dzieleniu przez 4

daje reszte 1. Wynika to z rownosci
(2k+1)? =4k +4k+1,
ktora jest prawdziwa dla kazdej liczby catkowitej k. Jednak

111...11 = 111...1100+11= 111...11-4-25+4-2+3,
—_—
2023 jedynki 2021 jedynek 2021 jedynek

wiec liczba dana w zadaniu, jako suma dwoch liczb podzielnych przez 4 oraz liczby 3, przy
dzieleniu przez 4 daje reszte 3. Zatem nie jest ona kwadratem liczby catkowite;j.

Zauwazmy tez, ze z réwnosci

(2k+1)? =4k +4k+1=4k(k+1)+1
wynika, ze kwadrat liczby nieparzystej przy dzieleniu przez 8 daje reszte 1. Jest tak, bo dla
kazdej liczby catkowitej k iloczyn k(k+1), jako iloczyn dwdch kolejnych liczb catkowitych, dzieli

sie przez 2, czyli
(2k+1)? =4k* +4k+1=4k(k+1)+1=8p+1

dla liczby catkowitej p. Jednak

111...11 = 111...110004+111= 111...11-8-125+4+8-1347,
—_—
2023 jedynki 2020 jedynek 2020 jedynek

a to oznacza, ze liczba dana w zadaniu przy dzieleniu przez 8 daje reszte 7, wiec nie moze by¢
kwadratem nieparzystej liczby catkowite].

Zadanie 2.
Dana jest szachownica 20 x 20. Na jej gtéwnej przekatnej stoja pionki — po jednym na kazdym
polu. Michat moze w jednym ruchu zmieni¢ potozenie doktadnie trzech dowolnie wybranych
pionkéw w taki sposéb, ze kazdy z nich przesuwa doktadnie o jedno pole w doét. Rozstrzygnij,
czy Michal moze za pomoca tych operacji przesunaé wszystkie pionki do najnizszego rzedu
szachownicy.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze aby przesunaé¢, zgodnie z warunkami zadania,
wszystkie pionki stojace na gtéwnej przekatnej tej szachownicy do
jej najnizszego rzedu, Michat musi wykonac

0+19

-20=190

0+1+2+3+ - +18+19=

przesunie¢ pionkow. Poniewaz w jednym ruchu Michal zmie-
nia poldzenie trzech pionkéw, wiec po kazdym ruchu liczba [
wykonanych przesunie¢ pionkéow jest liczba podzielna przez 3. \
Jednak liczba 190 nie dzieli sie przez 3. Zatem Michat nie jest w stanie przesunaé tych pionkéw
do najnizszego rzedu, wykonujac ruchy zgodnie z warunkami zadania.
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Zadanie 3.
Wykaz, ze dla dowolnych, dodatnich liczb rzeczywistych a, b prawdziwa jest nieréwnosé

V@12 +(0+2)2 < Va2 +52 +v5.

Rozwigzanie

Sposdb 1.

Dana nier6wnos¢ bedziemy przeksztatca¢ réwnowaznie. Poniewaz obie strony nieréwnosci sa
nieujemne, wiec mozemy podniesé ja obustronnie do kwadratu i otrzymamy wtedy nieréwnosé

(a+1)2+(b+2)* <a®+b*+24/5(a%+b2) +5.

Po dalszych przeksztalceniach mozemy zapisac:
a®+2a+1+b%+4b+4<a® +b*+24/5(a% +b2) +5,
2a+4b<2y/5(a?+0?),

a+2b<4/5(a?+0?).

W dalszym ciagu obie strony otrzymanej nieréwnosci sa nieujemne, wiec jeszcze raz podnosimy
ja obustronnie do kwadratu i dostajemy nieréwnos¢

(a+2b)2 < 5(a2 —I—b2),
a® +4ab+4b* < 5a> + 5b>

lub réwnowaznie (2a—b)? > 0. Ostatnia nieréwno$¢é jest prawdziwa, wiec nieréwnos$é dana w za-
daniu, réwnowazna ostatniej, tez jest prawdziwa.

Uwaga. Nieréwno$é¢ a+2b< y/5(a®?+0b?) jest prawdziwa na podstawie nieréwnosci Schwarza.
O nieréwnosci tej mozna przeczytaé np. w: Szymczyk T., Nierownosé Schwarza, w: IT Olimpiada

Matematyczna Gimnazjalistéw 2006/2007. Wydawnictwo Szkolne OMEGA, Krakéw 2009.
Sposob 2.
Rozpatrzmy wektory:
=la,b], T=[1,2] oraz T+TY=[a+1,b+2].
Korzystajac ze wzoru na dtugosé wektora w uktadzie wspoétrzednych oraz zaleznosci
T+7I<[T|+7],

ktéra jest prawdziwa dla dowolnych wektoréw T i 7, otrzymujemy

V0@@+1)2+(0+2)2 <Va2 187 +v12 122,

czyli nieréwnos¢, ktora mieliémy udowodnié.

Uwaga 1. Nieréwnos¢ dana w zadaniu jest szczegdlnym przypadkiem nieréwnosci

(1) \/(CH—:U) +(b+y)? <Va2+b2 /22442,

Jesli wezmiemy wektory: P =[a,b], ¢ =[z,y] oraz P+ ¢ =[a+x,b+y|, to nieréwnosé (1)

przedstawia zaleznosé |p+ | < |7 |+|7|-

Uwaga 2. Nieré6wnos¢ dana w zadaniu jest prawdziwa bez dodatkowego zalozenia, ze liczby a, b
sa dodatnie.
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Zadanie 4.

Dany jest trapez ABCD, w ktérym AB ||C'D oraz kat BC'D jest katem rozwartym. Dwusieczna
kata BC'D przecina prosta AB w punkcie F. Okrag w wpisany w trojkat BCFE jest styczny
do bokéw BC' i BE w punktach odpowiednio M i N. Wyznacz miar¢ kata BC'D, jesli BC =2
iMN=1

Rozwigzanie

Poniewaz C'E zawiera si¢ w dwusiecznej kata BC'D, wiec
IBCFE = <DCE. Réwniez <DCE = YBEC, bo sa to
katy naprzemianlegte. Z réwnosci

IDCE =<4BCE =<4YBEC

wynika, ze trojkat BC'E jest réwnoramienny, w ktérym
BC = BE =2. Zatem okrag w jest styczny do boku CE 4 E 2-2 N « B
tréjkata BC'E w takim punkcie P, ze CP = PFE.

7 twierdzenia o odcinkach stycznych do okregu otrzymujemy:

BM=BN, CM=CP, EN=EP.

Przyjmijmy BM =z. Wtedy
BN=x, CM=CP=2—2, EN=PFE=2—x.

Poniewaz g]\]\/—; = ﬁ—g, wiec na podstawie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa do-
stajemy, ze M N || CE. Zatem tréjkaty BM N i BC'E sa podobne. Stad
BM  BC
MN ~ CE’
r 2
1 4-2z

Otrzymane réwnanie jest réwnowazne réwnaniu 222 —4x+2=0, skad x =1, czyli CE=4—2=2.
Oznacza to, ze tréjkat BOE jest réwnoboczny, wiec SBCOE =60° i stad $BCD =2-60° =120°.

Zadanie 5.
Rozwiaz rownanie

2] {2} =a.

Uwaga. Symbol |a| oznacza najwicksza liczbe caltkowita nie wieksza od liczby rzeczywistej a
oraz {a} =a—|a].

Rozwigzanie

Poniewaz |z <z 10<{z} <1, wigc dla liczb z > 1 prawdziwe sa nieréwnosci
[z]-{z} < |z] <=,
czyli w tym przypadku rownanie nie ma rozwigzania.

Jesli 0<z <1, to |z] =0. Réwniez w tym przypadku réwnanie nie ma rozwiazania.
Zalézmy teraz, ze x <0. Poniewaz |z| 4+ {z} =z, wiec dane réwnanie przyjmuje postaé

[z]-{z} = 2] +{z},

=
=T

Przyjmujac |x| = —n, gdzie n € NU{0}, mamy
-n n

fop=—" =

n—1 n+1"

a stad
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Zatem

2
n n
1 = + =-—n+ =— i N .
(1) r=lz|+{z}=—n 1 — gdzie neNU{0}

Bezposrednim podstawieniem sprawdzamy, ze kazda liczba z okreslona w (1) jest rozwiazaniem
danego réwnania.

Uwaga. Jest to zadanie nr 182 w: Mokrski B., Siwy J., Szymczyk T., Matematyczny sezam.
15 lat Slaskiego Konkursu Matematycznego. Wydawnictwo Szkolne OMEGA, Krakow 2018.

(tsz)
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