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Zadanie 1.

Niech zyz ... oznacza liczbe naturalna, ktorej kolejnymi cyframi zapisu dziesietnego sa: x, v,
Zy ...

Wyznacz najmniejsza czterocyfrowa liczbe naturalna abed, dla ktorej spelniona jest réwnosé

abed = abe-d+a-bed.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze musi by¢ a# 0, bo jest to pierwsza cyfra w liczbie. Skoro szukamy najmniejszej
liczby abed, wiec bedziemy sprawdza¢ najmniejsze mozliwe cyfry a. Rozpoczynamy od a=1.
Wtedy bedzie zachodzita rownosé
1bcd =1bc-d+1-bed,

czyli o L

1000+ bed = 1be- d+ bed,

1000 = 1bc-d.

Poniewaz 1bc < 200, wiec musi by¢ d>5. Sposréd liczb de {6,7,8,9} tylko d=8 jest dzielnikiem
liczby 1000. Stad 1bc =125 i d =38, czyli szukang liczba jest abcd =1258. Poniewaz z cyfra
a=1 jest tylko jedna liczba spelniajaca warunki zadania, wiec jest to poszukiwana liczba.

Zadanie 2.

Wyznacz wszystkie trojki (p,q,n), gdzie p, ¢ sa liczbami pierwszymi, a n jest liczba naturalna,
ktoére spetniaja réwnanie

11 11 1

p q Ppq

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze jesli tréjka (p,q,n) spelnia podane réwnanie, to réwnanie to spetnia tez tréjka
(q,p,n). Na poczatku bedziemy poszukiwali takich trojek, w ktérych p <gq.

Przeksztalcajac rownowaznie podang rownosé, otrzymujemy
1 1 11 1

)

p 4q Ppg n
g+p+11 1
7_57
pa_
p+q+11

Stad liczba % jest liczba naturalna, czyli p+q+11 jest dzielnikiem pq. Dla liczb
pTq

pierwszych p, q dzielnikami liczby pq sa tylko: 1, p, q, pq. Zatem moga zachodzié¢ réwnosci:
p+q+11=1, p4+qg+1l=p, p+q+1ll=q, p+qg+11=pq.

Latwo sprawdzamy, ze dla liczb pierwszych p i g trzy pierwsze z tych réwnosci sa sprzeczne,
czyli moze zachodzié¢ tylko réwnosé

p+qg+11=pq.
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Otrzymana réwnos¢ zapisujemy w postaci rownowaznej
pg=p+q+11,
pg—p—q+1=12,
(p—1)(g—1)=12.
Poniewaz 12=1-12=2-6=3-4, wiec dla p < ¢ mamy:
p—1=1 p—1=2 p—1=3
{q—1:12, {q—1:6, {q—1:4.
Otrzymujemy stad: (p,q) =(2,13), (p,q) =(3,7), (p,q) = (4,5). Ostatnia para nie jest para
liczb pierwszych. Ostatecznie, po odrzuceniu zalozenia p < g, dostajemy
(p,q,n) €{(2,13,1),(13,2,1),(3,7,1),(7,3,1) }.

Zadanie 3.
Rozwiaz réwnanie
1 1 1

Vit2ivi  Jitviz 4

Rozwigzanie
Aby lewa strona réwnania miala sens musi by¢ spelniony warunek x > 2.
Zauwazmy, ze
1 _ r+2 —\x  Vz+2 - VT \/F \/_
Vet2+yr (Vo2 +ya)(Ve+2-Vr)  z+2-w
Analogicznie
| EVTT JEoVEE 5o dEE
VEHVE=2  (VE+Ve-2)(VE —Va-2)  w-a+2

Dane w zadaniu réwnanie jest wiec réwnowazne réwnaniu

Ve+2 -z Jr—vz-2 1
2 + 2 -

Z?
ktére mozemy zapisa¢ w postaci

1
Vr+2 —vVr—2= 3
Podnoszac ostatnig réwnosé obustronnie do kwadratu, dostajemy

1
r+2—-2/(x+2)(z—2) +x—2—z

2 —2v/ 22 — —1
8r—1=8vVzx2—-4

Powtérnie podnoszac do kwadratu, uzyskujemy
6422 — 162 +1 = 64(z* —4),

—16x = —257,
9257 1
=220 16—,
=6 ~ 107

Latwo sprawdzamy, ze liczba ta spelnia warunki zadania.
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Zadanie 4.

Punkt M, lezy na boku BC kwadratu ABCD. Punkt M, jest punktem przecigcia si¢ prostych
DM, i AB, punkt M, jest punktem przecigcia si¢ prostych CM, i AD, a punkt M, jest
punktem przecigcia si¢ prostej BM; i odcinka CD. Wykaz, ze

BM, +DM,=CM,+CM,.

Rozwigzanie
Sposob 1.
Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku ponizej:

AB=BC=CD=AD=a, BM,=z CM,=a—x, CM,=y, DM,=a~y, BM,=q, DM,=p.

A a B M,

Zauwazmy, ze tréjkaty M; DM, i M;AB majg takie same katy, sa wigc to tréjkaty podobne.
Stad

M,D M,A . D a+p
= , czyli =
DM, AB a—1y a
albo réwnowaznie
a2
1 = .
(1) Y a+p
Tréojkaty DAM, i M, BM, tez sa podobne, skad
DA M, B _ a
= , czyli =—,
AM,  BM, a+q q
zatem
aq
2 T = .
2) a+q
Podobne sg réwniez tréjkaty M;DC i My AM,, wiec
M.D M,A
S =3 skad P_ atp
DC  AM, a a+q
albo réwnowaznie
(3) a? = pq.
T (1) i (3) dostaj P Natomiast (2) 1 (3)
eraz z i ostajemy y = = . Natomiast z i
emyy a+p a+p
ag _ a*q  pg-q _ pq

x€r=

= = = , czyli xz=y.
at+q a*4+aq pgtaq p+a Y Y

Skoro BM, =CM,, wigc tez DM, =CDM,, a stad
BM,+DM,=CM,+CM,.
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Sposob 2.
W tym sposobie wykorzystamy metode geometrii analitycznej.

Umie$émy kwadrat ABC' D w ukladzie wspélrzednych tak, aby: A=(0,0), B=(a,0), C=(a,a),
D =(0,a), gdzie a >0 — zobacz rysunek ponizej.

TA: (0,0) B=(a,0) ' M,

Jezeli punkt M, lezy na boku BC kwadratu ABCD, to M, =(a,p), gdzie 0 <p < 1.

—a

Réwnanie prostej DM, ma postaé y = P x+a. Jedli w tym réwnaniu przyjmiemy y =0,

a? a?
to dostaniemy x = — . Stad M, = | — ,0].
p—a p—a
2
x+ @ Zatem

Teraz mozemy napisa¢ réwnanie prostej M,C. Otrzymujemy wtedy y = P

a? a?
dla =0 mamy y=—, czyli M;=|0,— |.
p p

2
a

W koficu piszgc réwnanie prostej M;B, uzyskujemy y = ——x + —. Podstawiajac w tym
p

réwnaniu y = a, dostajemy = =a—p, wiec M, = (a—p,a).

Mozemy teraz wyznaczy¢ dtugosci odcinkéw:
BM,=p, DM,=a—p, CMy=a—(a—p)=p, CM;=a—p,

a stad
BM,+DM,=p+(a—p)=(a—p)+p=CM;+CM,.

Zadanie 5.

Na ptlaszczyznie wybrano 6 punktéw, z ktorych zadne trzy nie leza na jednej prostej. Na-
stepnie narysowano wszystkie mozliwe odcinki taczace te punkty. Niektore z tych odcinkéw
narysowano kredka niebieska, a inne kredka czerwona. Wykaz, ze narysowano co najmniej
jeden trojkat o bokach tego samego koloru.

Rozwigzanie

Skoro narysowano wszystkie mozliwe odcinki, wiec z kazdego punktu wycho- D
dzi doktadnie 5 odcinkéw. Wybierzmy jeden z tych punktéw i oznaczmy go A.
Odcinki rysowano kredkami dwéch koloréw, zatem z punktu A wychodza co
najmniej 3 odcinki jednego koloru (przyjmijmy, Ze sa one czerwone). Wy-
bierzmy z nich 3 odcinki i drugie ich konice oznaczmy: B, C, D. Jesli odcinek A
BC jest czerwony, to trojkat ABC ma wszystkie boki jednego koloru (czerwone). Analogicznie
jest dla odcinkéow C'D i BD. Jedli zaden z odcinkéw: BC, C'D, BD nie jest czerwony, to trojkat
BCD ma wszystkie boki jednego koloru (niebieskie). Konczy to rozwiazanie zadania.

(ts2)
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