Slaski Konkurs XXII Slaski Konkurs Matematyczny

Matematyczn . . / /g
m s S Szkice rozwigzan zadan finatlowych

Zadanie 1.
Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej n > 2 liczba
333...33222...22111...1142025
n tréjek  n dwojek n jedynek

jest liczba podzielng przez 12.

Rozwigzanie

Aby liczba caltkowita byla podzielna przez 12 wystarczy, ze jest podzielna przez 3 i przez 4 (bo
liczby 3 i 4 sa wzglednie pierwsze). Aby rozwiazaé zadanie skorzystamy z cech podzielnosci
liczby catkowitej przez 3 oraz przez 4.

Suma cyfr liczby
333...33222...22111...11

n trojek n dwdjek n jedynek

jest réwna 3n+2n-+n=~6n i jest podzielna przez 3, wigc i sama liczba jest podzielna przez 3.
Liczba 2025 tez jest podzielna przez 3, wiec ich suma jest liczba podzielng przez 3.

Zauwazmy, ze dla n > 2 liczbe z zadania mozemy zapisa¢ w postaci
333...33222...22111...1142025=333...33222...22111...1004+11 42000425 =
n trojek  n dwojek 7 jedynek n trojek  n dwojek n—2 jedynek
=333...33222...22111...10042000 + 36.

n tréjek n dwdjek n—2 jedynek

Poniewaz kazdy ze sktadnikéw dzieli sie przez 4, wigc ich suma tez dzieli sie przez 4. Konczy
to rozwigzanie zadania.

Zadanie 2.
Wyznacz wszystkie funkcje f:R— R, ktére dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y spelniaja
réwnosé

SH@ @) +2= @)+ F)+ 5oy

Rozwigzanie
Dane w zadaniu réwnanie mozemy zapisa¢ w postaci réwnowaznej
(1) fl@) fly)+4=2-f(x)+2- f(y) +ay.
Przyjmijmy, ze  =y=1 oraz f(1)=p. Wtedy otrzymujemy réwnanie p*+4=4p+1, ktérego
rozwiazaniami sa p; =1 oraz p, =3, czyli moze by¢ f(1)=1lub f(1)=3. Rozpatrzymy teraz
dwa przypadki.
1° Jezeli f(1)=1, to dla y =1 réwnanie (1) przyjmuje postac
fl@)- f()+4=2-f(x)+2- f(1)+x, czyli f(x)+4=2-f(x)+2+z,

skad f(x)=—z+2.
2° Jesli f(1)=3, to dla y =1 mamy

fl@)-f(O)+4=2-f(x)+2- f(1)+xz, czyli 3 -f(x)+4=2-f(x)+6+=x,
skad uzyskujemy f(x)=z+2.
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Zatem, jedli takie funkcje istnieja, to sa okreslone powyzszymi wzorami.
Sprawdzamy, ze funkcje te spelniaja rownanie (1). Rzeczywiscie,
dla funkcji z przypadku 1°:
flz) - fly+4=(—2+2)(-y+2)+4=0y—22x—2y+4+4=
=-2(x+2)-2(y+2)+zy=2-f(z)+2 f(y)+zy
oraz dla funkcji z przypadku 2°:
f@)-fy)+d=(x+2)(y+2)+4=ay+2r+2y+4+4=
=2(z+2)+2(y+2)+zy=2-f(z)+2- f(y) +xy.

Zadanie 3.

Okregi w, i w, o promieniach odpowiednio R, i R, sg styczne zewnetrznie oraz styczne
w dwdch réznych punktach do prostej ¢. Okrag w o promieniu r jest styczny zewnetrznie do
okregéw w; i w, oraz do prostej £. Wykaz, ze jesli r < R, < R,, to zachodzi nieréwnosc:

r<%\/R1R2.

Rozwigzanie

Jedli dwa okregi sg styczne zewnetrznie, to odlegtoéé ich srodkéw jest réwna sumie ich pro-
mieni, skad

S,S,=R,+R,, S,S=R,+r i S5,8=R,+r.

Stosujac twierdzenie Pitagorasa do trojkata S,PS,, otrzymujemy
S,P2+5,P2=5,5),
S,P?+(Ry—R,))*=(R,+R,)?
S,P?+R;—2R R, + R} =R:+2R R, +R5,
skad S;P?=4R,R,, czyli S,P=2,/R|R, .
W trojkacie S; M S zachodzi zwiazek M S?+ S, M?=S,5?, czyli
SM?+ (R, —7)*= (R, +7)?,
MS*+R:—2rR +r* =R, +2rR, +1°,
skad M S? =4rR,, wiecc MS=2,/TR, .
Natomiast w trojkacie S, N.S mamy
NS?+S,N?=5,5%
NS?+(R,—7)* = (Ry+7)?,
N52+R§ —2TR2+7“2 =R§+27‘R2—|—r2,
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a stad NS?=4rR,, czyli NS =2,/rR, . Poniewaz
S;P=MN=MS+NS,

wiec
2/rR, +2\/rR, =2,/R\R,,
\/F<\/E+\/E> = \/ R1R2a
skad

YRRy o RB,
VR, +VR,’ (vVR, +Ry)?

Na podstawie nieréwnosci (a+b)? > 4ab, prawdziwej dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b,

r =

dostajemy
2
(VR +/By ) >4/RR,,
1 o 1
VR +VER,)  AVRR
Zatem R R R B .
r= 1-"2 < 1-"2 —— R1R2 .
(VR +v/Ry)? 4yR,R, 4
Zadanie 4.

W kwadracie K o boku 12 znajduje sie, umieszczonych dowolnie, 77 punktéw. Wykaz, ze
w kwadracie K istnieje punkt odleglty od kazdego z tych 77 punktow o wiecej niz 0,77.

Rozwigzanie

W rozwiazaniu skorzystamy z dwéch oczywistych faktow:
Fakt 1. Jesli punkt Y nie nalezy do kota o srodku X i promieniu r, to XY >r.

Fakt 2. Jesli na ptaszczyznie figura F' ma pole mniejsze od pola figury G, to w figurze G
istnieje punkt, ktéry nie nalezy do figury F'.

Na poczatku rozpatrzmy koto o srodku w jednym z umieszczonych w kwadracie punktow
i promieniu 0,77. Pole tego kola jest réwne 7-0,772. Poniewaz

T<3,142 i 0,77°=0,5929 < 0,593
wiec
7-0,77% < 3,142-0,593 = 1,863206 < 1,864.
Suma po6l 77 két o srodkach w wybranych punktach spetnia zaleznosé
77-7-0,77% < 77-1,864 = 143,528 < 144.

Natomiast pole kwadratu o boku 12 jest réwne 144. Stad, na podstawie faktu 2., istnieje
w tym kwadracie punkt, ktéry nie nalezy do zadnego z két o srodkach w wybranych punktach,
a zatem jego odleglos$¢ od kazdego z tych punktow jest, na podstawie faktu 1., wieksza od 0,77,
a to mieliSmy wykazac.
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Zadanie 5.

Liczby rzeczywiste a, b, ¢ sa rézne od zera i spelniaja réwnosé

Wykaz, ze a=b=c.

Rozwigzanie
Niech rézne od zera liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniaja réwnosé dang w zadaniu. Wtedy
dostajemy kolejno:

a? b 2 _b c
b_2+§+§__+ +b7
2 b2 2 b
2.5 49 S +2 C—zz LA AN
b2 a c

a? 2a+b2 n b2 2b+02 n
b2 c 2 c? a a?

Stad

albo réwnowaznie
V=ac, *=ab i a®=be.

Dodajac stronami ostatnie rownosci, otrzymujemy
a? + b2+ =ab+be+ac
i kolejno
202 4 2b% +2¢% — 2ab—2bc — 2ac =0,
(a® —2ab+b*) + (b* — 2bc+c*) + (¢* —2ac+a?) =0,
(a—b)?+(b—c)*+(c—a)*=0,
skad dostajemy: a—b=0,b—c=0,c—a=0, czylia=b=c.
(ts2)
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