XIX Slaski Konkurs Matematyczny
Szkice rozwigzan zadan — zawody finatowe 2022

Zadanie 1.

Rozwiaz uktad réwnan
1
r?=—
Yz
o2
xrz
8
22=—
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Rozwigzanie
Zauwazmy, ze musi by¢: x #0, y#0, z#0.

Dany uktad réwnan mozemy zapisa¢ w postaci rownowaznej

x2yz: 1
(1) yizr =2
22xy=S8.

Mnozac stronami rownania otrzymanego uktadu, otrzymujemy
x4y4z4 =16,

skad zyz=2 lub xyz=—-2.

Uktad (1) moze tez by¢ zapisany nastepujaco:

1
xr=
Yz
2
2 =
(2) V=
8
z =
\ Yz
Jezeli xyz =2, to z ukladu (2) dostajemy:
1
x 2 ) y b z )
a jesli zyz = —2, to:
1
S —_1 — 4
X 2 b y ) z

Poniewaz mnozenie rownan stronami nie jest przeksztalceniem rownowaznym, wiec konieczne
jest dokonanie sprawdzenia, czy otrzymane trojki liczb spetniaja uktad dany w tresci zadania.
Pozostawiamy to jako tatwe ¢wiczenie do samodzielnego rozwigzania.
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Zadanie 2.

Zmajdz wszystkie funkcje f:R — R spelniajace oba warunki:

1° f(2) =22,
2° fley+2x—y)=f(z+1) f(y—1)+23z—22y
dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y.

Rozwigzanie

Zalozmy, ze taka funkcja istnieje.
Przyjmujac x =1 w warunku 2°, otrzymujemy dla dowolnego y € R

fly+2—y)=f(2) fly—1)+23-22y,
f2)=f2)-fly—1)+23-22y.
Wykorzystujac teraz warunek 1°, dostajemy
22=22-f(y—1)+23—22y,
22-(f(y—1)—1) =22y —23,
skad

1
fly—=1)=y— 55 dla dowolnego y € R.

Przyjmujac teraz y =z + 1, uzyskujemy

1 21
f@)=f(z+1)—-1)=x+1— 59 :x+§ dla dowolnego = € R.
21
Przyjmujac, ze taka funkcja istnieje dostaliSémy, ze moze to by¢ tylko funkcja f(z)=x+ 55"

Musimy teraz dokonaé¢ sprawdzenia, ze ta funkcja spetlnia podane w tresci zadania warunki.

Poniewaz 91 91
2) =24+ —=2—#£22

wiec funkcja nie spelnia warunku 1°. Zatem nie istnieje funkcja spetniajacag warunki zadania.

Zadanie 3.
Rozstrzygnij, dla jakich nieujemnych liczb catkowitych n, liczba

A, =2021"+2022" +2023"

jest podzielna przez 3.

Rozwigzanie

W rozwiazaniu zadania wykorzystamy arytmetyke modulo (arytmetyke reszt z dzielenia).
Przypominamy, ze jesli liczby a i b przy dzieleniu przez liczbe naturalna p>1 daja takie same
reszty (réznica a—b dzieli sie przez p), to fakt ten zapisujemy a =b (mod p). Méwimy tez, ze
liczby a i b przystaja do siebie wedlug modutu p.

Relacja przystawania modulo ma miedzy innymi nastepujace wlasnosci:
(1) jezeli a=b (mod p) i ¢=d (mod p), to a+c=b+d (mod p),
(2) jezeli a=b (mod p) in €N, to a’" =" (mod p),
(3) jezeli a=b (mod p) i c€Z, to ac=bc (mod p),
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Najpierw udowodnimy bardzo przydatny lemat:

Reszta z dzielenia liczby naturalnej A przez 3 jest rowna reszcie z dzielenia sumy cyfr liczby A
przez 3.

Zauwazmy, ze 10=1 (mod 3), bo 10—1 dzieli sie przez 3. Stad i z wlasnosci (2) dostajemy,
ze dla liczby naturalnej n zachodzi przystawanie 10" =1 (mod 3).

Wezmy liczby naturalng A i jej zapis dziesietny @, a,,_; ...a50,a,, czyli
A=10"-a,+10"""a _ +---+10% a,+10-a, +a,.
Z zaleznosci 10" =1 (mod 3) oraz wlasnosci (3), otrzymujemy dla cyfr a,:
10" -a, =a, (mod 3).
Wykorzystujac powyzsza zalezno$é i wlasnosé (1), uzyskujemy
A=10"-a,+10" " a ,+---+10*-a,+10-a,+a,=a,+a, ,+ - +a,+a,+a, (mod 3).
Konczy to dowdd lematu, ktéry wykorzystamy w rozwiazaniu zadania.
Zauwazmy, ze liczba 2022 dzieli sie przez 3. Zatem
2021 =-1 (mod 3), 2022=0 (mod 3), 2023=1 (mod 3).
Stad dla dodatnich, parzystych liczb naturalnych n mamy
2021"=(—1)"=1 (mod 3), 2022" =0 (mod 3), 2023" =1 (mod 3)
i na podstawie wlasnosci (1)
A =2021"42022"4+2023"=1+0+1=2 (mod 3),
a dla nieparzystych liczb naturalnych n
2021" = (—1)"=—1 (mod 3), 2022"=0 (mod 3), 2023"=1 (mod 3)
i na podstawie wlasnosci (1)
A =2021"+42022"+2023" = -14+0+1=0 (mod 3).
Oznacza to, ze liczby A, dziela si¢ przez 3 dla nieparzystych liczb naturalnych n. Jesli przyj-

miemy n =0, to 4, = 20219 42022° +2023° =1+1+1=3, a ta liczba tez dzieli sie przez 3.
Ostatecznie liczby A, dziely si¢ przez 3, gdy n =0 lub n jest nieparzysta liczbg naturalna.

Zadanie 4. W tréjkacie prostokatnym ABC' o kacie prostym przy wierzchotku C' poprowa-
dzono dwusieczna kata BAC, ktéra przecina bok BC' w punkcie D. Wykaz, ze

AD=+AB-AC—-DB-DC.

Rozwigzanie

Przedtuzmy odcinek AD do przeciecia z okregiem opisanym na troj-
kacie ABC otrzymujac punkt E. Z réwnosci katow: CAD, BAD
i DBE wnioskujemy, ze trojkaty prostokatne ACD, AEB i BED
sa podobne. Stad dostajemy zaleznoSci:
bc DE . AE AC
AD DB ' AB _ AD’
albo réwnowaznie
(1) AD-DE=DC-DB i AD-AE=AB-AC.
Poniewaz AE = AD+ DE, wiec
AD-(AD+DFE)=AB-AC,
AD*+AD-DE=AB- AC.
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Skoro z (1) wynika, ze AD-DE = DB-DC, wigc
AD?>+DB-DC=AB-AC,
AD?=AB-AC—-DB-DC,
skad uzyskujemy, ze

AD=+vAB-AC-DB-DC.

Zadanie 5.

Trimino to klocek zbudowany z trzech kwadratéw jednostkowych (rysunek po lewej), a tetra-
mino — z czterech kwadratéw jednostkowych (rysunek po prawej). Laura ma 100 klockéw
trimino oraz 75 klockéw tetramino. T'wierdzi, ze potrafi nimi szczelnie wypekié¢ szachownice
o wymiarach 20 x 30 i nie ktadac jednego klocka na drugim. Czy Laura ma racje? Odpowiedz
uzasadnij.

— —

Rozwigzanie

Czterema klockami trimino i trzema klockami tetramino mozna szczelnie wypelnié¢ prosto-
katng szachownice o wymiarach 4 x 6 — przyktady takich wypelnien na rysunkach ponizej.

aF U

Szachownice 20 x 30 mozna podzieli¢ na 25 prostokatéw o wymiarach 4 x6. Poniewaz 25-4=100
oraz 25-3 =75, wiec szachownice 20 x 30 mozna szczelnie wypelni¢ takimi klockami zgodnie
z warunkami zadania. Zatem Laura ma racje.

Zauwazmy, ze sg réwniez inne wypelnienia takiej szachownicy, ktére réwniez speiniaja wa-
runki zadania (zobacz rysunek ponizej).

5 7 9 7
4 6 8 10 12 14 16 18
Lf2 Lf4 Lf6 Lf8 |_|°»0 |_f2 l_f4 I_]ae |_f8 40
21 23 | |25 | [27 [ |29 | [31 33 1 135 | |37 | 39
42 44 |_?6 I_?s I_fo I_fz l_f4 I_Ise I_fs I_iao
41 43 | 145 1 laz 1 a9 | 51 53 1 155 1 |57 | [59
I_f2 l_f4 I_?e |_f8 I_fo I_fz I_r4 I_rs I_re I_iso
61 63 | 165 | l67 | 169 | 71 73 | 175 | |77 | 79
I_isz I_is4 I_iaa I_ise I_iao I_iaz I_i)4 I_iae I_ias h;io
81 83 | 185 | 187 | 189 | o1 93 | 195 | [o7 1 lo9
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