XVII Slaski Konkurs Matematyczny
Szkice rozwigzan zadan — zawody finatowe 2020

Zadanie 1.

1 1
Liczby a, b, ¢ sa takimi liczbami dodatnimi, ze —+ —+ — = ——. Wykazaé, ze
a b ¢ abc
1 1 1 ab bc ca
+ + >3+ + + :
a+b b4+c cHa a+b b4+c cHa
Rozwigzanie
L 11 1 . N . :
Réwnosé — + 0 +—= e mozemy zapisa¢ réwnowaznie ab+bc+ca =1. Przeksztalcajac
a c abc

réwnowaznie dana w zadaniu nieréwno$¢ oraz wykorzystujac zatozenie, otrzymujemy kolejno:

1 1 1 ab be ca
+ + >3+ + + ,
a+b  b+ec c+a a+b b4+c c+a

1—ab 1-0 1—
D S B,
a+b b+c cta

bc+ca ab+ca ab+be
2 37
a+b + b+c + c+a V3

c(b+a) N a(b+c) n b(a+c) - V3
a-+b b+c c+a

at+b+c>V3
(a+b+c)? >3,
a®+b*+c? +2(ab+be+ca) > 3,

)

a2+ +2>1,
a?+b*>+c% > ab+be+ca,

% ((a=0)+(b- )+ (c—a)*) >0.

Ostatnia nieré6wnos¢ jest zawsze prawdziwa, wiec nieréwno$¢ dana w zadaniu tez jest praw-
dziwa. Konczy do rozwiazanie zadania.

Zadanie 2.

Znalez¢ wszystkie pary (p,q) liczb pierwszych speliajace réwnanie
p® —386=¢°.

Rozwigzanie

Latwo sprawdzamy, ze zadna z liczb p, ¢ nie moze by¢ réwna 2. Szukamy wiec liczb pierwszych
wiekszych od 2. Dane réwnanie mozemy zapisa¢ w postaci rownowaznej

% —386=¢>,
p°® —¢* =386,
(P* —q)(p* +p*q+¢°) =386 =2-193.
Poniewaz p*+p?q+¢? >0, wiec réwniez p* — g > 0.
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Ponadto dla dodatnich liczb catkowitych mamy
P?—q<p*+q<p'+pia+q’.

Z uwagi na to, ze liczby 2 i 193 sa liczbami pierwszymi, wiec mamy tylko jedna mozliwosé

P’ —q=2
p*+piq+q* =193
Rozwigzaniem powyzszego uktadu rownan — w dodatnich liczbach catkowitych — jest jedynie
para (p,q) =(3,7) i spelnia ona warunki zadania.

Zadanie 3. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f:R — R spelniajace warunki:
1° f(-1)=1,
2° f(zy)=af(y) +y?°2 f(x) +4%°%°2  dla wszystkich liczb rzeczywistych x i y.

Rozwigzanie
Wykazemy, ze jest tylko jedna funkcja f(x)= —z, ktéra spelnia powyzsze warunki.
Przyjmujac y: = —1 w warunku 2°, dostajemy

fl=a) =2 f(=1)+(=1)*f(2) + (-1)**x,
skad, wykorzystujac 1°, mamy
(1) f(=z)=2z+ f(x)
dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Analogicznie, przyjmujac w 2° teraz x:= —1, otrzymujemy

F=y) = =) +y* 0 f(=1) +y°7° - (- 1),
czyli f(—y)=—f(y) dla kazdej liczby rzeczywistej y.

W szczegdlnodei dla y =z mamy f(—x)=—f(z). Wstawiajac to do (1), uzyskujemy
—f(z) =22+ f(z),
a stad juz tatwo dostajemy f(x)=—z. Bezpo$rednim podstawieniem sprawdzamy bez trudu,

ze funkcja ta spelnia warunki zadania.

Zadanie 4.

W kazda komérke tabeli 5 x 8 wpisujemy jedna liczbe ze zbioru {1, 3}. Rozstrzygnaé, czy
mozna je tak wpisa¢, aby su,a liczb w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie byta liczba
podzielng przez 7.

Rozwigzanie
Przyjmijmy, ze tabela ma 5 wierszy i 8 kolumn.

Rozpatrzmy sume liczb wybranego wiersza. Zauwazmy, ze suma liczb wpisanych w tym wier-
szu jest co najmniej 8 i co najwyzej 24. Liczbami podzielnymi przez 7 sa wiec w tym przypadku
liczby 14 i 21. Poniewaz w wierszu wystepuje parzysta liczba komorek, wigc aby byty spet-
nione warunki zadania, to suma liczb w tym wierszu musi by¢ réwna 14. Analogicznie jest
w kazdym wierszu. Stad suma wszystkich liczb wpisanych w komorki tablicy wynosi 5-14=70.

Z drugiej strony suma liczb dowolnej kolumny jest co najmniej 5 i co najwyej 15. Skoro ma to
by¢ liczba podzielna przez 7, wiec moze to byé¢ 7 lub 14. Ale suma pieciu liczb nieparzystych
jest liczba nieparzysta, zatem ta suma moze by¢ tylko 7. Wtedy suma wszystkich liczb tablicy
bytaby réwna 8-7 =56 # 70. Wnioskujemy stad, ze nie da sie wpisa¢ takich liczb zgodnie
z warunkami zadania.
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Zadanie 5.

Dany jest prostokat ABC'D. Punkt K jest rzutem prostokatnym punktu B na przekatng AC'.
Punkty M i N sa $rodkami odcinkéw odpowiednio AK i CD. Wykazaé, ze

BN?=BK?+ KM?+ MN?.

Rozwigzanie
Sposob 1.
Zauwazmy, ze

YBAC =YACD=<BDC,

stad tréjkaty prostokatne ABK i BDC' sa podobne.
B C

A D

Poniewaz punkty M i N sa srodkami odcinkéw odpowiednio AK i C'D, wiec podobne sa tez
tréjkaty ABM i DBN, skad dostajemy, ze SAMB = <DBN i w konsekwencji tego réwniez
IBMK = <4BNC.

Poniewaz punkty M i N leza po tej samej stronie prostej BC', wiec B, M, N, C leza na
jednym okregu. Ponadto SBCN =90°, czyli érednica tego okregu jest odcinek BN, skad
wynika, ze réwniez <BM N = 90°.

Zatem trojkaty BMK i BM N sa prostokatne, wiec na podstawie twierdzenia Pitagorasa
zastosowanego do tych trojkatow otrzymujemy

BN?=BM?+ MN?=BK?*+KM?+MN?.

Sposob 2.

Umieéémy prostokat ABC'D w uktadzie
wspolrzednych (jak na rysunku obok) i
przyjmijmy jednostke tak, aby AB = 2.
Przyjmijmy:

A=(0,0), B=(0,2), C=(2d,2),

D = (2d,0), gdzie d > 0.

A D
1
Stad dostajemy réwnanie prostej AC: y= Eaj
Zatem prosta BK ma réwnanie y = = —dx +2. Z ukladu réwnan
1
=—=x
Y=
y=—dr+2
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2d 2
Pl Pl > . Stad wyznaczamy wspoétrzedne punktu

dostajemy wspotrzedne punktu K = <

d 1
M= <d2—|—1 BT ) . Punkt N jest srodkiem odcinka C'D, wiec N =(2d,1).
Mozemy teraz obliczy¢:
BN?

(2d)% 4 (1-2)2=4d>+1,
< 2d > < 2 2>2:4d4+4d2
d?+ d?+1 (d2+1)2°
< > < -1 >2_ d?+1
d>+1 d?+1 (d?+41)2°

1 2 4Ad3 +5d* + d?
) ()

A2+ d?+1 (d2+1)2
Stad
4d* 4+ 4d? + d? +14+4d8 +5d* +d*  4d® +9d* +6d% 41
BK?+KM?+MN?= _ —
AT (Z+1)2 A2 11
=4d’+1=BN?>
(tsz)
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