X111 Slaski Konkurs Matematyczny

Szkice rozwigzan zadan — zawody rejonowe 2016

Zadanie 1.

Joasia poszta do sklepu na zakupy. Kupita trzy przedmioty i zaptacita za nie 222 zt 22 gr.
Patrzac na ceny zakupionych przedmiotéw, Joasia zauwazyla cosS jeszcze — w cenie kazdego
zakupionego przedmiotu liczba ztotych jest kwadratem liczby groszy. Oblicz, ile kosztowat
kazdy z zakupionych przez Joasie przedmiotéw, jesli za jeden z nich zaptacita 1 zt 1 gr.

Rozwigzanie

Sposdéb 1.

Poniewaz w kazdej z poszukiwanych cen liczba zlotych jest kwadratem liczby groszy oraz
suma tych cen jest réwna 221 zt 21 gr, wiec mozliwe sg tylko nastepujace ceny tych towaréw:

1zt1 gr, 4 7t 2 gr, 9 zt 3 gr, 16 zt 4 gr, 25zt 5 gr, 36 zt 6 gr,
49 71 7 gr, 64 zt 8 gr, 81 zt 9 gr, 100 zt 10 gr, 121 zt 11 gr, 144 zt 12 gr,
169 zt 13 gr, 196 zt 14 gr.

Wyhbierajac teraz dwie ceny, ktérych suma groszy jest réwna 21, otrzymujemy:

196 zt 14 gr + 49 zt 7 gr = 245 zt 21 gr,

169 zt 13 gr + 64 zt 8 gr = 233 zt 21 gr,

144 zt 12 gr + 81 zt 9 gr = 225 zt 21 gr,

121 zt 11 gr + 100 zt 10 gr = 221 zt 21 gr.

Jak wida¢ tylko w jednym przypadku dostajemy sume 221 zt 21 gr. Zatem poszukiwane ceny
wyznaczone sa jednoznacznie i wynosza 121 zt 11 gr oraz 100 zt 10 gr.

Sposdb 2.

Jezeli za jeden z przedmiotow Joasia zaptacita 1 zt 1 gr, to za dwa pozostate musiata zaptaci¢
221 z1 21 gr. Niech w cenie jednego z tych przedmiotéw liczba groszy bedzie rowna x, a w cenie
drugiego y. Wtedy w tych cenach liczby ztotych sa réwne odpowiednio x? i y2, skad dostajemy
réwnanie
(1) 22 +y?+0,01(z+y) =221,21.
Najwigksza liczba groszy, jaka moze wystapi¢ przy dodawaniu dwoch cen jest réwna
99+99=198, stad z+y =21 lub z+y=121. Biorac pod uwage réwnanie (1), otrzymujemy
mozliwe uktady rownan:

A {x2+y2:221 2% 4 y? =220

r+y=21 r+y=121.

Rozwiazemy uktad A. Z réwnania drugiego mamy y = 21—z i wstawiajac to do réwnania
pierwszego, dostajemy

lub B: {

24 (21 —x)* =221

22 +441 — 42z + 2% =221
222 —4224220=0
22 —21x+110=0.

Rozwigzaniami tego rownania sg liczby: z; =10, z, =11, a stad y, =11, y, =10, czyli liczby
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groszy w poszukiwanych cenach sg réwne 10 oraz 11. Wtedy liczby zlotych w tych cenach
sg rowne 100 oraz 121, a stad poszukiwane ceny wynosza 100 zt 10 gr oraz 121 zt 11 gr
i spelniaja one warunki zadania. Rozwiazujac analogicznie uktad B stwierdzamy, ze nie ma
on rozwigzania. Zatem zadanie ma jedno rozwiazanie.

Sposdb 3.

Przyjmijmy, jak w sposobie 2., ze x jest liczba groszy w jednej z poszukiwanych cen,
a y — liczba groszy w drugiej z tych cen. Suma tych cen (w zlotych) jest réwna

(1) 240,01z 412 +0,01y = 221,21.
Réwnanie (1) mozemy zapisa¢ réwnowaznie w postaci
(2) (z+0,005)*+ (y+0,005)* = 221, 2101.

Roéwnanie (2) przedstawia na plaszczyznie okrag o $rodku S = (—0,005;—0,005) i promieniu
r=4/221,2101 ~14,87. Réwnanie (1), po pomnozeniu obustronnie przez 100, mozemy zapisa¢
w postaci

10022 4 100y? +z +y = 22121.

Whioskujemy stad, ze cyfra jednosci liczby x+y jest 1. Szukamy wiec takich punktéw (x,y)
o obu wspoétrzednych bedacych dodatnimi liczbami catkowitymi, dla ktérych cyfra jednosci
sumy x+y jest 1 oraz spelniaja one réwnanie (2). Przyjmijmy, ze x >y. Wystarczy wiec spraw-
dzié, ktore z par liczb: (14,7), (13,8), (12,9), (11,10) spelniaja réwnanie (2). Bezpo$rednim
podstawieniem sprawdzamy, ze tylko para (11,10) spelnia réwnanie (2), stad poszukiwanymi
cenami sa 121 zt 11 gr oraz 100 zt 10 gr.

Zadanie 2.
Funkcja f, okreslona dla wszystkich liczb rzeczywistych, spelnia warunki:
1° f(0)=2016,
x
2° 2)=———
Wyznacz f(2016).

dla kazdej liczby rzeczywistej x.

Rozwigzanie

Wstawiajac x+2 w miejsce x oraz wykorzystujac warunek 2°, otrzymujemy

f(=) f(z)
_ fe+2)  5f(@)-1 5f(x)—1 _
f((l'+2)+2)— 5f(1’+2)—1 - y f(CL‘) . - 5f(517)—5f(.'17)+1 _f<17)7
5f(x)—1 5f(x)—1

czyli f(x+4)= f(x) dla kazdej liczby rzeczywistej x. Oznacza to, ze funkcja f jest okresowa
o okresie t =4 (nie wiadomo, czy jest to okres zasadniczy tej funkcji!). Stad dla kazdej liczby
catkowitej k oraz dowolnej liczby rzeczywistej x, zachodzi réwnos¢

fag+4k) = f(x).
W szczegdlnosci

£(2016) = f(0+4-504) = f(0) = 2016.
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Zadanie 3.

Rozstrzygnij, czy wierzchotki odmiokata foremnego mozna tak ponumerowacé liczbami 1, 2, 3,
4,5, 6, 7, 8, aby dla dowolnych trzech jego kolejnych wierzchotkéw suma ich numeréw byta
wigksza od 13.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze jesli suma x+y+z liczb catkowitych jest wieksza od 13, to z+y+2z>14. Zatézmy,
ze takie ponumerowanie jest mozliwe i kolejnym wierzchotkom przyporzadkujmy odpowiednio
liczby aq, a,, ..., ag. Jedli spelnione sg warunki zadania, to prawdziwe sg zaleznosci

a,+a,+az>14
aytas+a, > 14

ag+a; +ay,>14.

Dodajac stronami powyzsze nierownosci, otrzymujemy
3-(a; +ag+ag+---+ag)>8-14
3-(1+24+3+4+---+8)>8-14
108 > 112.

Uzyskana sprzecznos¢ dowodzi, ze takie ponumerowanie nie jest mozliwe.

Zadanie 4.

Dany jest trojkat ABC, w ktérym AB=1. Wiadomo, ze dwusieczna kata przy wierzchotku A
jest prostopadia do $rodkowej poprowadzonej z wierzchotka B oraz dwusieczna kata przy
wierzchotku B jest prostopadla do srodkowej poprowadzonej z wierzcholtka A. Oblicz obwdd
trojkata ABC.

Rozwigzanie
Niech M bedzie srodkiem boku AC w trdjkacie ABC, a dwusieczna ¢
przy wierzchotku A tego tréjkata przecina srodkowsa BM w punk-
cie N. Poniewaz

IBAN =<MAN oraz AN 1 BM,
wiec w trojkacie ABM odcinek AN jest jednocze$nie dwusieczng A
kata BAM i wysokoscia poprowadzong z wierzchotka A. Stad trojkat
ABM jest réwnoramienny, w ktorym AB =AM =1. A poniewaz M
jest srodkiem boku AC, wiec

AC=2-AM =2.

Analogicznie wykazujemy, ze BC' = 2. Zatem A B

Obw. A ype = AB+AC+BC=1+2+2=5,

Uwaga. Mozna zauwazy¢, ze trojkaty ABN i AMN sa przystajace (cecha kat-bok-kat), wiec
ap-an—AC_,

a stad AC =2.
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Zadanie 5.
W trojkacie ABC' o polu S dlugosci a i b bokéw odpowiednio BC' i AC' sg liczbami catkowi-
tymi. Wykaz, ze jesli

1
g(a—HH—l)(a—}—b—l) <S8,

to trojkat ABC jest rOwnoramienny.

Rozwigzanie

Nierownos$é¢ dana w zadaniu mozemy zapisa¢ w postaci rownowaznej

(1) (a+b)? <85 +1.
A
Zauwazmy tez, ze pole S danego tréjkata ABC spelnia nieréwnosé
1 1
(2) S:?-a-ha<§ab.
Na podstawie (1) i (2) mamy ha| \
(a+b)* <85 +1<4ab+1,
/7
a stad B o

a®+2ab+b* < 4ab+1
a?—2ab+b* <1
(a—b)? <1.
Liczby a, b z zalozenia sg liczbami calkowitymi, wiec liczba (a—b)? jest nieujemna liczba

catkowita. Jedyna taka liczba mniejsza od 1 jest liczba 0, wiec (a —b)%2 =0, a stad a=»b, co
oznacza, ze trojkat ABC' jest réwnoramienny.

) (ts2)
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