XVI Slaski Konkurs Matematyczny
Szkice rozwigzan zadan — zawody finatowe 2019

Zadanie 1.

Rozwiaz uktad réwnan
1
r+—=1y+1
x
1
y+—=x"+1.
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Rozwigzanie
1 1

Liczby = i — sa tego samego znaku. A poniewaz z+ — =y>+1 >0, wiec mamy z > 0.
x x
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Analogicznie y>0. Ze znanej nieréwnosci x+— >2 dla liczb dodatnich z uzyskujemy y?+1>2,
x

a stad y? > 1, czyli y > 1. Analogicznie x> 1.
Odejmujac stronami réwnania danego uktadu, dostajemy kolejno
1 1 9
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(x—y)—%+(w—y)(x+y)=0
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(x—y) [1— —+:1;+y] =0.
zy
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Stad (%) x=y lub (**) 1+x+y=—". Poniewaz x>1 oraz y>1, wiec 1+x+y>3 i jednoczesnie
Yy

1
xy >1, czyli — < 1. Zatem warunek (*x) zachodzi¢ nie moze.
LY
Jedli x =y, to kazde rownanie danego w zadaniu uktadu mozemy kolejno zapisac:
1 2
r+—=x"+1
x
2?—2’+z—1=0
(z—1)(*+1) =0,
skad z=1. Zatem uklad moze mie¢ tylko jedno rozwigzanie (x,y)=(1,1). Bezposrednim

podstawieniem sprawdzamy, ze para ta istotnie spelnia dany uktad rownan (sprawdzenie jest
konieczne, bo odejmowanie réwnan stronami nie jest przeksztalceniem réwnowaznym).

Zadanie 2.

Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym punkty M i N sg srodkami bokéw odpo-
wiednio AB i CD. Pola tréjkatow ABN i CDM sa réwne. Wykaz, ze czworokat ABC D jest
trapezem.

B B
C C
Pole wielokata ABCD... ozna-
czaé¢ bedziemy [ABCD...]. Przyj-
mijmy, ze N M N M
[ABN|=[CDM]=S.
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Poniewaz AM = BM, a tréjkaty AMN i BM N maja wspdélng wysoko$¢ poprowadzona do
podstaw AM i BM, wiec ich pola sg réwne, czyli
[AMN] = [BMN] = %S.
Analogicznie, z rownosci odcinkéw C'N i DN otrzymujemy réwnosé
WMM:WMM:%S

Z réwnosci pél trojkatow AMN i DM N (o wspélnej podstawie M N) otrzymujemy, ze ich
wysokosci poprowadzone z wierzchotkéw odpowiednio A i D sg rowne, skad dostajemy, ze
AD||MN.

W taki sam sposéb uzyskujemy, ze BC || MN. Zatem AD || BC' co oznacza, ze czworokat
ABCD jest trapezem.

Zadanie 3.

Zmajdz wszystkie liczby pierwsze p, dla ktorych liczba 19p+1 jest szeScianem pewnej liczby
catkowitej.

Rozwigzanie

Niech liczba calkowita m spetnia réwnanie 19p+1=m3. Poniewaz p>2, wiec m3=19p+1>39,
czyli m > 4. Stad
19p=m>—1

19p=(m—1)(m*+m-+1).

Poniewaz liczby 19 i p sa liczbami pierwszymi, wiec moze zachodzi¢ jedna z ponizszych row-

nosci:
o Jm—=1=p o [m—1=19 o [m—1=1
1 {m2+m+1:19 hub2 {m2+m+1=p, hub 3 m2+m+1=19p,

qo dm— 1=19p
m24+m+1=1.
1° Rozwigzaniami réwnania m? +m — 18 =0 sg liczby
—1—-73 —14++/73
= 1 my=—-
2 2 2 ’
ktore nie sa liczbami catkowitymi, wiec przypadek 1° nie moze zachodzié.

my

Uwaga. Mozna inaczej wykazaé, ze réwnanie m? +m —18 =0, czyli m(m+1) =18 nie ma
rozwigzan catkowitych.

Poniewaz 3-4=1214-5=20 oraz —4-(—3)=12 1 —5-(—4) =20, wiec nie istnieje liczba
calkowita m spelniajaca réwnanie m(m+1) = 18.

2° W tym przypadku otrzymujemy m =20 i wtedy p=20%+20+1=421. Poniewaz (co tatwo
sprawdzi¢ bezposrednio) liczba 421 nie dzieli sie przez zadna liczbe pierwsza mniejsza od
V421 <21, czyli przez: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, wiec jest to liczba pierwsza. Zatem w
tym przypadku istnieje jedna liczba pierwsza p =421 spelniajaca warunki zadania i wtedy
19-421+1 = 8000 = 203.

3° Jeslim—1=1, to m=2 1 liczba ta nie spelnia warunkéw zadania.

4° Rozwigzaniami réwnania m? +m+1=1 sa liczby m, =0, my,=—1, ktore nie speiniajg
warunkow zadania.

Ostatecznie, istnieje doktadnie jedna liczba pierwsza p (wyznaczona w 2°) spelniajaca warunki
zadania.
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Zadanie 4.
Liczby caltkowite a, b, ¢ spelniaja réwnanie a? +b% =c?+1919%2. Wykaz, ze liczba a+b+c jest
liczba nieparzysta.

Rozwigzanie
Sposob 1.
Bedziemy badaé parzystoéé lewej i prawej strony réwnania a? +b% = ¢ +19192.
1° Liczba c jest liczba nieparzysta.
Zauwazmy, ze kwadrat liczby nieparzystej tez jest liczba nieparzysta. Zatem liczba ¢? 419192
jest liczbg parzysta. Wtedy lewa strona danego réwnania jest liczba parzysta, skad wniosku-
jemy, ze liczby a i b musza by¢ tej samej parzystosci (obie parzyste lub obie nieparzyste).
Stad suma a+b jest liczba parzysta i w konsekwencji suma a+ b+ c jest liczba nieparzysta.
2° Liczba c jest liczba parzysta.
Poniewaz kwadrat liczby parzystej jest liczba parzysta, wiec liczba ¢ + 19192 jest liczba
nieparzysta. Zatem i lewa strona rownania jest liczba nieparzysta, stad liczby a i b sa réznej
parzystosci, czyli suma a+b jest liczba nieparzysta i ostatecznie suma a+b—+c jest liczba
nieparzysta.
Sposob 2.
Réwnosé a? +b? = ¢ 4+ 19192 zapiszemy w postaci réwnowaznej
a®+b*=c*+1919°
a® +2ab+b* = c* +2ab+ 1919
(a+b)? —c* =2ab+ 1919
(a+b+c)(a+b—c)=2ab+1919%.

Zauwazmy, ze prawa strona ostatniej réwnosci jest liczbg nieparzysta, skad lewa strona jest
iloczynem liczb nieparzystych, a zatem liczba a+ b+ ¢ jest liczba nieparzysta.

Sposob 3.

Jesli a jest liczba catkowita, to a(a—1)=a?—a jako iloczyn dwéch kolejnych liczb catkowitych
dzieli si¢ przez 2. Stad a® =a (mod 2). Z tej zaleznosci i réwnoéci a? + b2 = ¢ +1919? mamy
a+b=c+1 (mod 2) czyli a+b+c=2c+1 (mod 2)

co dowodzi tezy zadania.

Sposob 4.

7 réwnosci a? +b% = c? +1919? uzyskujemy a? + b2 +c? = 2¢% + 19192, czyli a? +b? +c2 jest
liczba nieparzysta. Przypusémy, ze a+b+c jest liczba parzysta, czyli a+b+c=2k dla pewnej
liczby catkowitej k. Wtedy

(a+b+c)? =4k>
a4+ b% + ¢ +2ab+ 2bc+ 2ca = 4k>
a® +b? 4 c* =2(2k* —ab—bc— ca),
skad wynika, ze a?+b?+c? jest liczba parzysta. Uzyskana sprzecznoéé dowodzi, ze liczba

a+b+c jest liczba nieparzysta.

Mozna postawié¢ pytanie, czy istnieja tréjki (a,b,c) liczb catkowitych spelniajace dane w za-
daniu rownanie. Okazuje sie, ze takich tréjek jest nieskonczenie wiele. Wystarczy wziaé trojki
(a,1919,a). Istnieja tez tréjki, w ktorych wszystkie liczby sa parami rézne i r6zne od 1919,
np. (741,1807,363), (1096, 1737,732).
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Zadanie 5.

Udowodnij nieréwnosé

1 1 1 1
ere et e <!
Rozwigzanie
. . o . 1 1 1 1 1
Zauwazmy, ze dla n>1 prawdziwy jest zwiazek —- = < = — —. Stad
n nn (n—1)n n—-1 n
1 1
PEEN
1 1 1
FNCEES
1 1 1
20182 ~ 2017 2018
1 1 1

50192 ~ 2018 _ 2019

Dodajac stronami otrzymane nieréwnosci, dostajemy

2i2+3_12+4i2+'”+ 20182 * 20192 =
< (1_;3/)+<%_%>+(%_%)+”+(2§i7 B 2¢1{8)+<2¢1{8 B 20119) -
1<l

Jako ciekawostke podamy nastepujacy mniej znany fakt:

1 1 1 1 2
22+32+42+ +20192+ 6 ’ ’

z ktérego wynika teza naszego zadania.
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