X111 Slaski Konkurs Matematyczny
Szkice rozwigzan zadan — zawody finatowe 2016

Zadanie 1.

Wyznacz wszystkie funkcje f:R — R, ktére dla kazdej liczby rzeczywistej = spelniaja row-
nanie

ef(z)+f(1-z)=2.

Rozwigzanie

Zaltézmy, ze taka funkcja istnieje. Wstawiajac do danego réwnania 1 —2x w miejsce x, otrzy-
mujemy

(1) (1—2)f(1—2)+ f(z) =2.

Z réwnania danego w zadaniu mamy f(1—xz)=2—zf(z). Laczac to z réwnaniem (1), uzy-
skujemy rownanie

(1—2)2—zf(z)+ f(x) =2,

skad po przeksztalceniach
2x
2 =—.
) f@)=—s

1\* 3
Poniewaz 22—z +1= <:C — §> + T >0, wiec dziedzina funkcji f jest zbiér R liczb rzeczywi-

stych. Jesli wiec taka funkcja istnieje, to moze by¢ tylko okreslona wzorem (2). Sprawdzimy,
ze tak jest istotnie

2z N 2(1—x) 20% — 22 +2 5
€T- = =
?2—z+1 (1—-z)2—(1—-2)+1 x?2—z+1
2
Zatem dane w zadaniu réwnanie spelnia tylko funkcja f(z)= 2—x+1
x2—x

Zadanie 2.
Wyznacz wszystkie tréjki (a,b,c) liczb catkowitych, spelniajace uktad réwnan
abc+ac+a+20=0
{ abc+bc+b+18=0.

Rozwigzanie

Odejmujac réwnania stronami, otrzymujemy
bc—ac+b—a—2=0,
co po przeksztalceniach mozemy zapisa¢ w postaci
(b—a)(c+1)=2.
Liczbe 2 mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu dwéch liczb catkowitych na cztery sposoby
2=1-2=2-1=—-1-(-2)=-2-(-1).
Otrzymujemy stad alternatywe czterech uktadéw réwnan

b—a=1 b—a=2 b—a=-1 b—a=-2
1° lub 2° lub 3° lub 4°
c+1=2 c+1=1, c+1=-2,
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Wezmy pod uwage pierwszy z tych ukladéw. Z pierwszego réwnania mamy b=a+ 1,
a z drugiego c¢=1. Wstawiajac te zaleznosci do réwnania pierwszego w uktadzie danym
w tresdci zadania, dostajemy

ala+1)+a+a+20=0

a?+3a+20=0.

Roéwnanie to nie ma rozwiazania, wiec przypadek 1° zachodzi¢ nie moze.

Rozpatrzmy przypadek 2°. Wtedy b=a+2 oraz ¢=0. Stad a+20=0, czyli a=—-20, b=—18.
Otrzymalismy tréjke (a,b,c)=(—20,—18,0) i jak tatwo sprawdzi¢ spelnia ona dany w zadaniu
uktad réwnan.

W przypadku 3° mamy b=a—11c=-3, a stad
—3a®+a+20=0.
Roéwnanie to nie ma rozwigzan catkowitych, wiec ten przypadek tez nie moze zachodzié.

Pozostal do rozpatrzenia przypadek 4°. Wtedy b=a —2 oraz c¢= —2. Stosujac takie same
przeksztatcenia jak w przypadkach poprzednich, otrzymujemy

—2a°+3a+20=0.

Rozwigzaniami tego réwnania sg liczby a, = 5 ktora nie jest liczbg catkowity oraz a, = 4.

Stad b= 2. Zatem otrzymujemy tréjke (a,b,c) = (4,2,—2). Bezpos$rednim podstawieniem
sprawdzamy, ze trojka ta spelnia dany w zadaniu ukltad. Ostatecznie zadanie ma dwa roz-
wigzania: (a,b,c) =(—20,—-18,0) oraz (a,b,c) =(4,2,-2).

Zadanie 3. Dany jest odcinek AB o dlugosci 8. Na odcinku tym wybrano taki punkt C,
ze AC=3BC. Odcinki AB, AC' i BC sg $rednicami okregéw odpowiednio w,, w, i wy. Okrag
w jest styczny zewngetrznie do okregdw w, i wy oraz styczny wewnetrznie do okregu w,. Oblicz
promien okregu w.

Rozwigzanie

Sposob 1.

Poniewaz AB =8 oraz AC =3BC, wiec AC =6
i BC'=2. Stad promienie okregéw w, i wy sa réwne
odpowiednio r, =3 i r4 =1. Promien okregu w,
jest réwny r; =4. Srodki okregéw Wy, Wy, We 1w
oznaczmy odpowiednio O,, O,, O5 i O.
Z warunkow stycznosdci poszczegélnych okregéw
otrzymujemy

0,0=r,—r=4—r, O0,0=r,+r=3+r,

0,0=r;+r=1+r.
Ponadto

0,0,=1, 0,0;=3, 0,0,=4.
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Rozpatrzmy teraz trojkat O,050. Niech punkt P
bedzie rzutem prostokatnym punktu O na prosta
0,0,. Przyjmujac PO, =z, dostajemy

O, P=3-2, O,P=4-u.
Tréjkaty O,OP i O,OP sa prostokatne, wigc praw-
dziwe sa réwnosci 0, 1 0O, 3—x  pT O,

0,02 -0,P*=0P?>=0,0*-0, P,

czyli

(3+1)—(4=2)* = (4=1)* — (3—)?,
a stad po prostych przeksztalceniach x =7 —7r. Rozpatrujac tréjkaty prostokatne O,O0P
i O,0P, dostajemy

0,0* - 0,P?>=0P*=0,0?-0, P?,
czyli

(147)2—2?=(4—-r)?—(3—2)°

12
13"
Uwaga. W rozwiagzaniu zadania mozna tez wykorzysta¢ twierdzenie kosinuséw zastosowane
do tréjkatow 0,050 i 0,050.
Sposdb 2.

Wykorzystujac teraz zaleznos¢ x=7—"Tr, po prostych przeksztatceniach otrzymujemy r=

Umiesémy dane okregi w uktadzie wspdl- Yoy
rze¢dnych tak, aby $rodki okregow w,, w, i ws
lezaly na osi x i srodek okregu w; byt po-
czatkiem ukladu wspétrzednych (zobacz ry-
sunek po prawej).

Przyjmijmy: O, = (0,0), O, =(-1,0), O, =
= (3,0) oraz O = (a,b). Promienie okregéw

Wy, Wy, Wy 1 w sa odpowiednio rowne r, =4 ad
1) Wo, Wg g 0dp 1= % P 5

ry=3,rs=11r. 2

Zatem

a>+b*=(4—r)?
(a+1)?+b*=(3+7)?
(a—3)*+b%=(1+7r)%

Odejmujac stronami réwnanie pierwsze od
réwnania drugiego, otrzymujemy

(a+1)2+0% = (a®+b%) = (3+7r)* —(4—1)?,
skad 2a = 14r —8.
Jedli odejmiemy stronami rownanie trzecie od rownania drugiego, to dostaniemy
(a+1)*+b0*—((a—3)*+b%) = (3+71)> = (147)?,

a stad 2a =r-+4.
12
Z réwnania 14r —8 =r+4 otrzymujemy r = EER
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Zadanie 4.

Wykaz, ze jesli a, b, ¢ sa dlugosciami bokow trojkata, to prawdziwa jest nieréwnosé

1+<1_ a—i—b) <1_ b+c) <1_ C—l—a> 0.
c a b

Jedli a, b, ¢ sa dlugosSciami bokéw trojkata, to spelnione sa nieréwnosci
(1) a+b>c>0, b+c>a>0, c+a>b>0.

Poniewaz liczby a, b, ¢ sa dodatnie, wiec dang nieréwnos¢ mozemy zapisa¢ w postaci réwno-
waznej

Rozwigzanie

abc+ (c—(a+b))(a—(b+c))(b—(c+a)) >0,
a te z kolei nastepujaco

(2) abc> (a+b—c)(b+c—a)(c+a—Db).
Z nieréwnosci (1) wynika, ze wyrazenia w nawiasach nieréwnosci (2) sa dodatnie. Przyjmujac

a+b—c=x>0

b+c—a=y>0

c+a—b=2>0
i wyznaczajac z tego uktadu a, b, ¢, otrzymujemy

0= r+z b— r+y c— y—i—z.
2 2 7 2

Nier6wnosé (2) przyjmuje wiec postacé
x+z‘x+y‘y+z
2 2 2

= TYZ,

albo
r+z x+ +z
5 Zy . y2 Z VT2 A/TY Yz
Uzyskana nieréwnos¢ jest prawdziwa na podstawie zaleznosci miedzy Srednia arytmetyczna
i geometryczng dla dwéch liczb dodatnich. Konczy to rozwiazanie zadania.

Zadanie 5.

Na tablicy zapisano liczbe 252. Co minute liczbe zapisang na tablicy mnozymy lub dzielimy
przez 2 lub przez 3, ale tak, aby wynik byl liczba catkowita. Po wykonaniu dziatania wynik
zapisywany jest na tablicy, a poprzednio zapisana liczba jest z tablicy $cierana. Rozstrzygnij,
czy po uplywie doktadnie jednej godziny na tablicy moze pojawic sie liczba 2016.

Rozwigzanie
Sposdb 1.
Rozktadajac liczby 252 i 2016 na czynniki pierwsze, otrzymujemy
252=122.32.7 oraz 2016=2"-3%.7.
Wezmy liczbe postaci 2™-3"-7, gdzie m, n sa nieujemnymi liczbami catkowitymi. Wykonujac
pojedyncza operacje opisang w zadaniu, dostaniemy jedng z liczb
gmtl.gn.7 Jub 2m.37*L.7. Jub 2m71.37.7. lub 2m.377Ll.7.
Widag¢, ze liczba m+n zwickszyta sie o 1 lub zmniejszyta sie o 1. Jesli wiec m+n byta liczba
parzysta, to po wykonaniu takiej operacji bedzie liczba nieparzysta, a jesli byta liczba niepa-
rzysta, to przejdzie w liczbe parzysta. Zatem wykonanie jednej operacji zmienia parzystosé
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sumy wyktadnikéw czynnikéw 2 oraz 3. Po dwoch takich operacjach parzystosé sumy tych
wykladnikéw bedzie taka sama, jak na poczatku, czyli wykonanie kolejno dwéch operacji nie
zmienia parzystosci liczby m+n. W ciggu pelnej godziny wykonac¢ nalezy 60 takich operacji,
wiec w wyniku takiego dziatania nie zmieni sie parzystosé¢ sumy wyktadnikéw czynnikow 2
oraz 3. Ale w rozkltadzie danych liczb na czynniki sumy tych wykladnikéw sa réznej parzy-
stodci, stad odpowiedz na pytanie postawione w zadaniu jest negatywna.

Sposob 2.

Zalozmy, ze udato sie to zrobi¢ wykonujac k mnozen przez 2, | dzielen przez 2, m mnozen
przez 3 i n dzielen przez 3, gdzie liczby k, [, m i n sa nieujemnymi liczbami catkowitymi.
Zatem

252 2837 =2016
2t.3n T
Stad
2k—l . 3m—n — 8,
czyli

3m—n — 23—k+l

Z ostatniej réwnosci, poniewaz liczby 2 i 3 sa réznej parzystosci, wnioskujemy, ze
m—n=0
{ 3—k+1=0,
skad

(1) m=n 1 k=I[1+3.

Zauwazmy, ze w ciggu jednej godziny musimy wykonaé doktadnie 60 takich operacji, wiec
k+14+m+n=60. Uwzgledniajac (1), otrzymujemy

[4+3+1+m+m=060,

a stad
2(l4+m)="57.

Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi, ze wykonujac operacje opisane w zadaniu, po uptywie do-
ktadnie jednej godziny, z liczby 252 nie otrzymamy liczby 2016.

(tsz)
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