X1 Slaski Konkurs Matematyczny

Szkice rozwigzan zadan — zawody rejonowe 2014

Zadanie 1.
Wyznacz wszystkie pary (x,y) liczb catkowitych spelniajace réwnanie

xy =2x+3y+5.

Rozwigzanie

Przeksztalcajac dane réwnanie réwnowaznie, otrzymujemy
TYy—2r—3Yy=>5
x(y—2)-3(y—2)-6=5
(x—3)(y—2)=11.
Liczbe 11 mozna zapisa¢ jako iloczyn liczb catkowitych na cztery sposoby
11=1-11=11-1=-1-(—-11)=—=11-(-1).

Zatem dane rownanie jest rownowazne alternatywie czterech uktadéw réwnan
rT—3= r—3=11 r—3=-1 r—3=-11
lub lub lub
y—2=11 y—2=1, y—2=-—11, y—2=-—1.

(xz,y) €{(4,13), (14,3), (2,-9), (=8,1)}.

Zadanie 2.
Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ spelniona jest nieréwnosé

(a+b—c)?*+ (b+c—a)®+(c+a—Db)*> ab+bc+ ca.

Rozwigzanie

Oznaczmy
L=(a+b—c)*+(b+c—a)*+(ct+a—0b)?
P =ab+bc+ca.
Obliczajac roznice L — P, dostajemy
L—P=(a+b—c)*+(b+c—a)’+(c+a—b)*—(ab+bc+ca) =
=a? 4+ b2 42+ 2ab—2bc —2ac+b* + % + a® + 2bc — 2ac — 2ab+
+ 24 a? +b% +2ac—2ab—2bc—ab—be— ac =

= 3a®+3b* +3c® — 3ab— 3bc— 3ac = % [(a—b)2+(b—c)2+(c—a)2} >0,

czyli L > P. Stad teza zadania.

Zadanie 3.
Zmajdz wszystkie rozwigzania uktadu réwnan

22 +8=2(2z+y)
Y H9=2(2y+2)
224+10=2(2z+x).
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Rozwigzanie

Dodajac stronami réwnania danego uktadu, otrzymujemy
2 P+ 22 2T =da+ 2y + 4y + 22+ 42+ 2
(22 —62+9)+ (y* —6y+9)+ (2> —62+9) =0
(x—3)°+(y—3)*+(2—3)*=0.
Suma kwadratéw liczb rzeczywistych jest rowna zero wtedy i tylko wtedy, gdy kazda z tych

liczb jest réwna zero, stad (z,y,z)=(3,3,3). Zatem tylko otrzymana trojka moze by¢ rozwia-
zaniem tego ukladu réwnan. Jednak

r?+8=324+8=17 oraz 2(2x+y)=2(2-3+3)=18#17,

wiec nie spelnia ona pierwszego rownania uktadu, czyli dany uktad nie ma rozwigzania.

Zadanie 4.
W tréjkacie prostokatnym ABC, w ktérym $ACB = 90°, poprowadzono wysokosé¢ CD. Wy-
kaz, ze

AC+BC<AB+CD.
Rozwigzanie C
Zauwazmy, ze
(1) AC-BC=AB-CD
oraz :
2) AC? + BC? = AB?, A b B

poniewaz tréjkat ABC' jest prostokatny.
Przeksztalcajac rownowaznie dowodzong nieré6wnosé, otrzymujemy

(AC+ BC)? < (AB+CD)?
AC? + BC?+2AC-BC < AB?>+CD?*+2AB-CD.

Korzystajac z (1) i (2), dostajemy nieréwnos$é C'D? >0, ktéra jest prawdziwa. Zatem nieréw-
nos¢ dana w zadaniu tez jest prawdziwa.

Zadanie 5.
Wykaz, ze w kazdej permutacji dwdch tysiecy czternastu liczb

1,2,3,...,2013, 2014

istnieje 5 kolejnych wyrazow, ktérych suma jest nie mniejsza niz 5035.

Rozwigzanie
Biorac dowolng permutacje (1,,M4,M5,...,7M9013,Meg14) tych liczb, mozemy zauwazy¢, ze
(ny+ny+-+ng)+(ng+n,+--4+nyy)+- -+ (Ngges +Nogor + -+ Ngg10)+

2014-2015

Gdyby w kazdym nawiasie suma byta mniejsza od 5035, to wtedy suma wszystkich liczb
bytaby mniejsza niz 403 -5035 = 2029105 co jest niemozliwe. Zatem w co najmniej jednym
z nawiaséw suma elementow jest nie mniejsza niz 5035. Gdyby tak byto w nawiasie ostatnim,
wtedy suma 140+ 79011 + 9019 9013 T 19014 Pedzie na pewno wigksza od 5035. Konczy to
rozwigzanie zadania.
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