X1l Slaski Konkurs Matematyczny
Szkice rozwigzan zadan — zawody finatfowe 2015

Zadanie 1.
Dane sg takie liczby rzeczywiste x, y i z, ze spelnione sa réwnosci
r4+y=2+2015 i 2?+y®=2242015%
Wykaz, ze liczby x, y i z spelniaja tez rownosé
2’ +y* =2 4+2015°.

Rozwigzanie

Rozwiazemy zadanie ogdlniejsze, w ktérym liczbe 2015 zastapimy dowolna liczba rzeczywista.
Przyjmijmy, ze dane sa takie liczby rzeczywiste x, y, z i a, ktore spetniaja rownosci

(1) r+y=z+a
oraz
(2) w2 49% =22 +a.

Podnoszac obustronnie do kwadratu réwnosé (1), dostajemy
2% +y? + 22y = 2% +a® + 2za,
skad, po wykorzystaniu réwnosci (2), otrzymamy zy = za. Zauwazmy teraz, ze
4P =(x+y) (2 +y® —xy) = (24+a) (22 +a® — za) = 22+ d?,

a to mieliSmy wykazac.

Zadanie 2.

Przekatne AC' i BD czworokata wypuklego ABC D przecinaja sie w punkcie O. Pola tréjkatow
ABO, BCO, CDO i DAO sa réwne odpowiednio Sy, S,, S; 1 5,. Wykaz, ze jesli

S, +8S (& o
12 3 _ 52547

to czworokat ABC D jest trapezem.

Rozwigzanie

Poprowadzmy z wierzchotka D wysoko$¢ h tréjkatéw AOD i COD (zobacz rysunek).

Pola tych trojkatow sa réwne odpowiednio D c
1 1
S ZE-AOJL oraz 5325-00-71.
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Analogicznie otrzymujemy A
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skad S_; = S—i, albo réwnowaznie S, S;=95,95,. Dang w zadaniu réwno$¢ mozemy wigc zapisac
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a ta po réwnowaznych przeksztatceniach przyjmuje postaé

2
(V81 —/Ss ) =0.
Z otrzymanej rownosci dostajemy S; = S;. Skoro tak, to
[ABC] = [ABO]+[BCO] = 5,+8,=85,+S5,=[BCO|+[CDO|=[BCD|.
Trojkaty ABC i BC'D maja wspélng podstawe BC' oraz rowne pola, stad ich wysokosci
poprowadzone do podstawy BC' sa rowne. Oznacza to, ze punkty A i D sa jednakowo oddalone
od prostej BC, czyli proste AD i BC sa rownolegte. Koniczy to rozwiazanie zadanie.

Zadanie 3. Rozstrzygnij, czy istnieja liczby catkowite a, b, ¢, spelniajace réwnanie
at+b' +444=c".

Rozwigzanie

W rozwiazaniu skorzystamy z nastepujacego lematu:

Reszta z dzielenia czwartej potegi liczby catkowitej a przez 16 jest rowna 0 lub 1.

Istotnie, gdy liczba a jest parzysta, czyli a =2k dla pewnej liczby catkowitej k, to a* = 16k*,
czyli a* przy dzieleniu przez 16 daje reszte 0.

Jesli natomiast liczba a jest nieparzysta, czyli a =2k+1 dla pewnej liczby catkowitej k, to

o’ =4k +4k+1=4k(k+1)+1.

Dla dowolnej liczby catkowitej k liczba k(k+1), jako iloczyn dwéch kolejnych liczb catkowi-
tych, jest liczba parzysta. Stad

a’> =4k(k+1)+1=4-2p+1=8p+1
dla pewnej liczby catkowitej p. Zatem
a* = (a2) = (8p+1)% = 64p> + 16p+ 1 = 16(4p® +p) +1,

wiec w tym przypadku liczba a* przy dzieleniu przez 16 daje reszte 1. Tym samym dowdd
lematu zostal zakonczony.

Przejdzmy do rozwiazania zadania. Na podstawie podanego lematu liczby a* i b* przy dzie-
leniu przez 16 moga dacé reszte 0 lub 1. Liczba 444 przy dzieleniu przez 16 daje reszte 12.
Zatem, w zaleznoéci od parzystoéci liczb a i b, wyrazenie a*+b*+444 przy dzieleniu przez 16
daje jedng z reszt: 12, 13 lub 14. Natomiast ¢* przy dzieleniu przez 16 moze daé¢ jedna z reszt:
0 lub 1. Stad nie istnieja liczby catkowite a, b, ¢, spelniajace podana w zadaniu réwnosc.
Uwaga. W rozwiazaniu skorzystaliSmy z lematu o reszcie z dzielenia czwartej potegi liczby
catkowitej przez 16. Mozna wykazacé, ze przy dzieleniu czwartej potegi liczby catkowitej przez 8
reszty moga réwniez by¢ réwne tylko 0 lub 1.

Zadanie 4.
Liczby z,, x4, x5, T4, T5, T4 sa nieujemne, a ich suma jest réwna 1. Wykaz, ze spelniona jest
nier6wnos¢

1
LTy +x2x3x4 —|—x3x4m5 +ac4:135:1:6 +ac5ac6:c1 +x6x1x2 < E

Rozwigzanie
Rozpatrzmy wyrazenie (x, +x,)(ry+25) (24 +24). Wymnazajac nawiasy, otrzymujemy
(1 +2y) (25 +25) (25 +76) =

=T XyT4 + TyTaZy +X3TyTs + Ty TsTg + TeTgdq + LT Ty + X T3Xs +TyT T
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Wszystkie liczby z; wystepujace w tym wyrazeniu s nieujemne, wigc
Ty Loy +TylyTy + Ly2 L5+ Ly Tyl + Tl + Tl Ty < (2 +24) (2 +25) (234 3¢).

Na podstawie nieréwnosci miedzy Srednia arytmetyczna i geometryczna dla trzech liczb nie-
ujemnych dostajemy

3 3
1 1
(z,+2,)(Ty+25) (35 +34) < <x1 +x2+x3-§x4+x5+$6> = <_>

3
a stad wynika nier6wnos¢, ktora mieliSmy udowodnic.

Zadanie 5.

Dwusieczne katow wewnetrznych przy wierzchotkach B i C tréjkata ABC przecinaja boki
AC i1 AB w punktach odpowiednio B, i ;. Srodek okregu opisanego na tréjkacie C,CB,
lezy na prostej AB. Wyznacz miare kata ABC.

Rozwigzanie

Okrag opisany na tréjkacie C;C B, oznaczmy k (zobacz rysunek).

Niech prosta BC' przecina okrag k w punk-
cie B, # C. Poniewaz C

4B,CC, =3BCC,,

wiec odpowiadajace tym katom wpisa-
nym tuki B,C, i B,C; okregu k sa
réwne. Punkty B, C,, B, leza na
okregu k, ktorego Srodek lezy na prostej
AB. Stad punkty B, i B, sa polozone sy-
metrycznie wzgledem prostej AB, a za-
tem tréjkaty BB,C, i BB,C, sa przy-
stajace, czyli

4B,BC, = ¥B,BC,.

Poniewaz

4B, BC, = 4B, BC,

wiec

4B,BC, =4B,BC, =4B,BC.
Suma miar tych katéw wynosi 180°, stad kazdy z nich ma miare 60°, a zatem
JABC =<C,BB, +4CBB, =120°.

(tsz)
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